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天 量 分 析 


天 量 分 析 古 研究 电磁 场 与 微波 技术 的 主要 数学 工具 之 一 ,掌握 本 章 的 知识 将 为 该 者 系统 
地 党 习 其 他 章节 的 内 容 葛 定 必 要 的 基础 。 本 章 首先 对 矢量 分 析 方 面 的 基础 知识 作 必 要 的 复习 
和 补充 ;然后 讨论 标量 场 的 梯度 ,矢量 场 的 散 度 , 旋 度 和 相关 定理 ;最 后 介绍 正 交 曲线 坐标 系 。 


1.1 矢量 的 表示 及 其 代数 运算 


1.1.1 矢量 的 表示 及 距离 矢量 


1) 矢量 的 表示 

傣 所 周知 ,数学 上 只 有 大 小 的 物理 量 称 为 标量 或 数量 ,如 温度 .压力 .密度 等 。 既 有 大 小 
又 有 方向 的 量 称 为 矢量 ,如 力 .速度 .位 移 等 。 习 惯 上 用 黑体 符号 或 在 符号 上 加 单间 箭头 表 
示 矢 量 ,如 矢量 A 可 记 为 4 或 及 ,本 书 采用 前 者 表示 方法 。 大 小 (又 称 为 模 值 ) 为 1 的 矢量 
称 为 单位 矢量 , 它 没 有 量 网 。 矢 量 4 的 单位 矢量 用 a 表示 , 邯 和 一 aaA4。 

在 三 维 空间 中 ,矢量 4 可 表示 为 一 有 向 的 线段 。 此 线段 的 长 度 代表 4 的 模 , 其 方 千代 
表 4 的 方向 。 在 直角 坐标 蒜 中 ,矢量 4 可 表示 为 一 由 坐标 原点 出 发 的 有 问 线 殿 。 设 直角 坐 
标 系 中 沿 三 个 坐标 轴 正 方向 上 的 单位 矢量 分 别 为 4.，a,，&., 并 设 矢 量 和 A 在 上 述 三 个 单位 
矢量 方向 上 的 投影 {( 即 学 标 分 量 ) 分 别 为 4.， 4 A:, 则 矢量 盘 可 表示 为 

A 二 = aA, 二 aA, 二 QA 1,1) 


该 矢量 的 模 为 
141= 4 = VARTATTA 
矢量 4 的 单位 矢量 为 
总 
Ga 一 -一 一 站 2 年 十 o acosatacosB+acosy (1, 2) 


式 中 ,cos a cos 有 cosy 称 为 和 的 方 癌 余弦,a，B8，7 分 别 是 矢量 4 与 x，y,， zz 轴 正 向 之 间 
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的 灾 角 。 显 然 , cos* a 十 cos’ 8 十 cosY 一 1。 一般 地 , 若 估 量 4 的 起 点 不 在 坐标 原点 , 则 拓 量 
4 的 上 述 表 达 式 同样 适用 。 

2) 位 置 失 量 ( 失 径 ) 与 距离 失 量 

在 直角 坐标 系 中 ,从 举 标 原点 出 发 向 空间 
任 一 点 如 (z，y， zx) 引出 的 有 向 线段 称 为 该 点 
的 位 置 矢量 或 矢 径 ,用 > 表示 ,如 图 1.1 所 示 ， 
因为 天 径 了 的 三 个 坐标 分 量 分 别 为 Xx，y，z， 
因此 + 二 ax 十 ayy 十 a.z。 在 本 书 的 后 续 章 节 
中 ,一 般 用 +r 表示 电磁 场 中 场 点 p(x，y，z) 的 
位 置 矢量 ,用 7 表示 电磁 场 中 源 点 p(x, y', zz) 图 1.1 直 前 举 标 系 中 的 位 置 失 重 
的 位 置 和 撩 量 ,用 尽 表 示 从 点 户 出 发 引 向 点 的 距离 矢量 。 于 是 ,距离 矢量 尺 的 表示 式 为 


R 一 了 一 = 0(r—r alty—y)+atz— re) 1.3) 


RR 的 模 为 
R=|R |=|r—r |= Vr re) yy) Te 
而 它 的 单位 矢量 为 


ee 
1.3.2 矢量 的 代数 运算 
1) 和 放量 加 法 
与 天 量 4 在 直角 举 标 标 中 的 表示 相 类 似 , 设 矢量 B= a,B. 十 4a,B, 十 4.B,; 则 4 十 如 为 
上 十 下 一 HtA 十 也 ) 十 0 十 旦 十 2:(4, + B.) (1, 4) 


天 量 和 4 与 天 量 频 的 和 也 可 用 几何 作 图 法 (平行 四 边 形 法 则 ?得 到 ,即将 矢量 吾 平 移 以 使 它 的 
起 反 与 矢量 和 的 终点 重合 ,再 从 矢量 4 的 起 点 出 发 引 向 矢量 B 的 终点 得 到 。 
天 量 如 法 满足 交换 律 和 结合 律 , 即 


《a) 交换 律 : 有 A 十 上 二 BB 十 六 (1.5) 
tb) 结合 律 : (起 十 BY 十 C= A 十 (B 十 局 ) {1.6) 
2) 矢量 减法 


设 与 天 量 B 的 大 小 相等 方向 相反 的 矢量 为 矢量 8 的 负 矢量 , 记 为 一 B。 矢量 4 与 矢量 
一 吾 相 加 称 为 天 量 盘 与 和 拓 量 8 的 差 , 记 为 4 一 B, 妈 


A 一 占 二 A+ (BB) (1.7) 
与 矢量 加 法 类 似 , 矢 量 减 法 也 可 用 分 量 式 表示 , 即 
A—B=aA,—B)+a(tA,—B,)+a.(A.—B.) (1. 8) 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 1 章 矢量 分 析 。 3 。 
3) 笑 量 的 业 积 
(1) 笑 量 的 数 乘 
设 记 为 任意 常数 , 则 

kA 一 Ha) 


显然 ,车 六 为 大 于 零 的 实数 , 则 £4 相当 于 将 原 舌 量 A 伸 长 (有 > 1 ) 或 缩短 (<1 和 法 倍 ,而 
方向 保持 不 变 ; 反 之 ,车 不 为 小 于 零 的 实数 , 则 4 相当 于 将 原 矢量 4 伸 长 (||> 1) 或 缩短 
(| 之 1) |R| 倍 ,而 方向 变 为 相反 方向 。 

(2) 矢量 的 标量 积 ( 标 积 ) 

一 般 说 来 ,“ 一 个 矢量 乘 以 另 一 个 矢量 ?或 “两 个 矢量 相 乘 ”的 说 法 是 不 确切 的 ,因为 两 个 
矢量 之 间 存 在 两 种 不 同类 型 的 薪 积 , 即 标量 积 和 矢量 积 (或 点 乘 和 又 乘 ) 。 

矢量 A 与 矢量 且 的 标量 积 记 为 4。 B, 其 大 小 等 于 4 和 B 的 模 与 它们 夹 角 的 余弦 的 乘 
积 , 即 

A. B= ABcos tn 1. 9) 


式 中 ,wa 是 4 和 上 之 间 较 小 的 夹 舶 , 即 ba < 180 。 
两 拓 量 的 标量 积 满足 交换 律 和 分 配 律 , 即 


A.B=B.A C1. 10) 
以 及 
A. {B+CO)—A.B+A:C (1. 11) 
但 结合 律 不 适用 于 标量 积 ,因为 太 . B.C 这 样 的 表达 式 无 意义 。 
在 直角 坐标 系 下 ， 


A.B—A.B,+A,B,+A.B, 


(3) 拓 量 的 天 量 积 (天 积 ) 

矢量 4 与 矢量 有 的 天 量 积 记 为 4 X 役 , 它 是 一 个 矢量 , 它 垂直 于 包含 4 和 B 的 平面 ,其 
大 小 为 入 Bsin gu， es 是 4 和 召 之 间 较 小 的 夹 角 ,方向 为 当 右 手 的 四 个 手指 从 和 4 到 召 旋 转 
9aw 角 时 大 拇指 所 指 的 方向 , 即 


AxXB= aABsin pn (1.12) 


显然 , 4X 吾 的 模 在 数值 上 等 于 矢量 4 与 失 量 B 组 成 的 平行 四 边 形 的 面积 。 
矢量 积 不 满足 交换 律 , 即 


BxA—=—AxXB (1, 13) 
矢量 积 满足 分 配 律 , 即 
AX(B+O —AxXxB+AXC (1. 14) 
矢量 积 不 满足 结合 律 , 即 
Ax(BxXOz(AxB XxXC (1, 15) 


这 旦 因为 上 式 左 端 三 重 矢 其 积 的 结果 是 牌 直 于 4 且 垂 直 于 与 B 和 C 所 构成 平 而 垂直 的 矢 
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量 的 一 个 矢量 ,而 上 式 右 喻 三 重 矢 量 积 的 续 果 是 垂直 于 习 且 垂直 于 与 4 种 B 所 构成 平面 五 
直 的 矢量 的 一 个 矢量 ,两 者 不 相等 ,因此 书写 时 不 要 将 括 彝 省 略 。 

在 直角 坐标 系 下 ， 
a, 


AXxXB= (1.16) 


re 杠 : 
A, A,， A, 
B, B, B. 
(4) 三 个 矢量 的 乘积 
三 个 括 量 的 乘积 有 丙种 , 即 三 重 标 基 积 各 三重 矢量 积 。 
中 三 重 标量 积 会 式 ， 
A. {BXOCO)=B. (CxXA)=C. (4xXB) 《1.17) 
了 式 中 ,4 中 和 蕊 的 次 序 满足 循环 互 换 规律 。 
四 三 重 矢量 积 公式 ， 
4X(BXxC = BA'C— CA.B) (1. 18) 


此 式 被 称 为 “back-cab* 规 则 。 
注意 :和 天 量 为 除数 的 除法 无 意义 。 


1.2 矢量 场 和 标量 场 


矢量 代数 运算 中 涉及 的 矢量 是 常 矢量 ,党 矢量 是 大 小 和 和 方向 均 不 变 的 矢量 。 但 在 实际 
亦 用 中 ,经 党 要 研究 的 是 大 小 或 方向 或 两 者 都 在 变化 的 矢量 ,这 种 矢量 称 为 变 矢量 。 例 如 空 
间 中 一 固定 点 的 风速 或 电磁 小 的 场 强 均 是 无 时 无 刻 不 在 变动 的 矢量 ,同时 ,在 某 一 固定 时 刻 
于 某 一 地 区 上 空 的 风速 和 电磁 波 的 场 强 是 因 地 而 异 的 ,因此 风速 和 电磁 波 的 场 强 是 随时 随 
地 而 变 的 。 当 然 ,我 们 并 不 能 满 吓 于 了 解 某 矢量 是 否 基 变 矢 量 , 更 重要 的 是 掌握 这 种 矢量 与 
一 个 或 几 个 变量 间 的 依赖 关系 ,从 而 可 以 更 深刻 地 了 解 这 些 矢 量 的 变化 规律 ,这 种 变 矢 量 就 
是 依赖 于 一 个 或 风 个 变量 揭 矢 量 函 数 。 如 在 直 第 坐标 系 中 ,空间 中 任 一 点 p(x，y，z) 在 茶 
一 时 刻 :的 风速 v 是 点 pp 及 时 间 * 的 矢量 沙 数 ,可 记 为 二 VvV(p, 1) 二 V(x, y, xz, 

矢量 羡 数 的 极限 .连续 .微分 以 及 积分 等 同 数 量 函 数 ( 即 标 旺 函数 ) 的 分 析 方 法 完全 类 
似 ,相应 内 容 在 (高 等 数学 有关 章节 中 有 详细 讨论 ,在 此 不 作 介绍 。 下 而 给 出 标量 场 和 矢量 
场 的 定义 。 

场 的 定义 叙述 为 : 若 对 于 空间 域 0 上 每 一 点 都 对 应 着 某 个 物理 量 的 一 个 标量 (数量 } 或 
一 个 天 量 , 则 称 此 空间 域 确 定 了 这 个 物理 量 的 场 。 若 所 讨论 的 物理 量 是 标量 , 则 称 这 个 场 为 
标量 场 ; 志 所 讨论 的 物理 量 是 矢量 , 则 称 这 个 场 为 天 量 场 。 例 如 , 若 所 研究 的 物理 量 是 温度 、 
压力 .密度 ,电位 等 时 ,这 些 物理 量 在 指定 时 刻 和 空间 上 每 一 点 可 用 一 个 标量 ( 即 数量 ) 来 表 
示 , 即 这 些 物 理 量 的 状态 可 用 标量 肾 数 ALx，y，xz, 引 来 描 给 , 则 这 些 标量 消 数 在 空间 域 上 
束 定 出 标量 场 , 即 定 出 温度 场 , 于 力 场 ,密度 场 、 电 位 场 等 ;反之 , 当 所 研究 的 物理 量 是 力 、 速 
度 . 电 场 强 度 等 时 ,这 些 物理 而 在 指定 时 刻 和 空间 上 每 一 点 可 用 一 个 矢量 来 吉 示 , 即 这 些 物 
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理 量 的 状态 可 用 矢量 函数 AC(x，y, zx, 妇 来 描绘 , 则 这 些 矢 量 函 数 在 空间 域 上 就 定 出 矢量 
场 , 即 定 出 力 场 .速度 场 .电场 强度 场 等 。 

若 一 个 场 中 的 每 一 点 所 对 应 的 中 不 仅 与 该 点 的 位 置 有 关 , 还 与 时 间 有 关 ; 则 称 这 种 场 为 
动态 (时 变 ) 场 。 如 果 场 中 的 每 一 点 所 对 应 的 量 与 时 间 无 关 , 则 称 这 种 场 为 静态 场 。 

根据 场 的 定义 ,所 谓 给 出 一 个 标量 场 或 矢量 场 ,从 数学 观点 看 ,相当 于 给 出 一 个 标量 函 
数 或 矢量 函数 。 则 时 ,一 个 矢量 菌 数 总 可 以 分 解 为 三 个 标量 函数 ,如 在 直角 坐标 系 下 ,有 

站 CX Y= Ar ys TA ys 二 Ar y, Te, 1) 

式 中 ,A,，A,，A, 都 是 标量 函数 。 

除了 标量 和 矢量 外 , 既 有 大 小 又 有 张 向 的 量 称 为 张 量 或 并 矢 ,例如 压力 张 量 和 电磁 场 张 
量 等 。 张 量 通常 用 双向 箭头 符 导 或 黑体 符 导 上 加 单 向 箭头 “一 ”来 表示 ,如 AA, 4 等 。 张 量 不 
便 用 几 柯 方法 宸 示 。 设 A= 二 aA 二 ayA, 十 dA.， B= a.B,+a,B, 二 a.B,， 则 张 量 工 定义 
为 4 和 呈 的 并 排放 置 的 形式 积 , 即 


T=A8= (qd aA TaA (aB, +a,B, +aB,) 
一 0G.6) 上 .了 十 98 有, 十 Ba: 十 
ddAB, + ada,AB,d aaAB.,++ 
dB, + aa AB, + aaA.d. 


可 见 , 一 个 张 重 有 九 个 分 量 。 同 样 , 一 个 张 量 场 可 分 解 为 九 个 标量 场 。 有 关 张 喇 的 详细 讨论 
已 超出 本 书 范围 , 故 不 再 介绍 。 


1.3 标量 场 的 梯度 


1.3.1 梯度 的 定 诡 


J 3 2) 在 点 Po txor Yo so) 处 沿 有 问 直 线 的 变化 率 称 为 凶 沿 该 玄 方 问 的 方 
向 导数 , 记 为 25 局 在 点 po 引出 的 有 向 直线 1 上 取 一 动 点 plxo 十 Ax， Va Ay; 之 | AZ)， 


因 引 在 点 po 可 微 , 故 有 


op a 


AP = Hp} 一 下 六 一 Jz ay 十 了 5Qz 十 OAD) 


式 中 Ai 一 WwBAT 十 Ay 十 ae 于 是 


A dgAr a ay pA , OC(AD 


AL zw yA! z A a 
令 Al-r0, 可 得 po 所 的 方 回 导数 为 
38) Om A jm Ppo) dpar agoy 1 383z (1 19) 


al|l, woAl sn |FF| Ga oval da or 
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设 有 向 直线 【的 方向 余弦 为 cos ay cos 有 和 cos y, 则 工 的 单位 矢量 为 


dr = Qcosat acos p+ acosy 
于 是 ,有 


3$ 
a 


a$ a ay 
|, 一 a FacosY Cl. 20) 


因 场 中 的 po 点 可 任意 选取 , 故 上 式 对 po 点 的 限制 可 略 去 。 上 土 述 讨论 是 限于 有 向 直线 的 情 
况 , 事 实 上 , 史 沿 有 向 曲线 的 方向 导数 具有 同 式 (1, 20) 相 同 的 表达 形式 。 

为 导出 育 角 坐标 系 中 标量 场 梯度 的 表达 式 , 引 出 以 下 形式 的 矢量 微分 算 子 一 哈密 顿 
CW. R. Hamilton) 算 子 Y( 读 作 “del” 或 nabla”) ,表示 为 


2 Va 一 | 用 区 | cos(V$, dr) ©1.21) 
这 表明 ,矢量 V$ 在 4, 上 的 投影 等 于 在 该 方向 上 的 方向 导数 。 若 选择 5 与 a, 的 方向 一 
致 , 则 cos(Y Ba) 一 1, 此 时 方向 导数 将 出 现 最 大 值 ,部 


一 | VY$| 或 Vp= a, (1. 22) 


式 中 ,aw 为 方向 导数 出 现 最 大 值 方 向 i 上 的 单位 和 量 。 这 表明 ,VY 的 模 就 是 在 给 定点 的 
最 大 方向 导数 ,其 方向 就 是 具有 最 大 方向 导数 的 方向 , 妈 #$ 的 变化 率 最 大 的 方向 。 因 此 ， 
定义 标量 场 ? 在 p(x，y， zz) 点 处 的 梯度 Cgradient) 为 


3 3 
gradf — VE— 0, 和 十 oo 3 +o. os Cbs 


它 是 一 个 矢量 ,其 模 各 方向 就 是 标量 场 在 该 点 处 最 大 变化 率 的 值 和 方向 。 
1.3.2 梯度 的 基本 公式 


车 上 是 常数 ,种 风 是 标量 , 则 


VEh=0 (1. 24》 

V+ 一 有 站 十 有 由 《1.25》 

Ve) = pV VY (1. 26) 
») 1 

v( 了 )= A A AA (1. 27) 
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1, 4 矢量 场 的 通 量 、 散 度 与 散 度 挟 理 


i. 4.1 通 量 


在 撒 绘 矢量 场 的 性 质 时 ,矢量 穿 过 一 个 曲面 的 通 量 是 一 个 有 用 的 概念 。 

为 引出 矢量 场 的 通 量 , 有 必要 先 介 绍 一 下 面积 徽 元 矢量 (简称 面 元 拓 量 ) 的 和 概念。 一 个 
面 元 除了 其 大 小 以 外 ,在 空间 还 有 一 定 的 到 向。 如 图 1.2 所 示 , 可 用 一 个 天 量 来 表示 面 元 。 
取 一 个 与 面 元 剩 直 的 单位 矢量 a, , 面 元 的 大 小 为 dS, 则 面 元 矢量 为 

dS = a,.dS {1. 28) a 


其 中 面 元 矢量 的 取向 有 两 种 情形 :由 对 一 个 
开 曲 面 , 设 此 开 曲 面 由 一 个 闭 曲 线 围 成 ,如 图 
所 示 , 则 当 开 曲面 上 的 面 元 选 定 绕 行 方 阿 后 ， 
沿 绕 行 方向 按 右手 螺旋 的 大 拇指 方向 就 是 a， 
的 方向 ;多 当 dS 是 封闭 曲面 上 的 面 元 , 则 到 
为 封闭 面 的 外 法 线 方向 。 
在 直角 坐标 系 中 ,dS 可 写成 
ds = a,.dS, + a,dS, + a.dS, 


式 中 ,dS, 二 Qa.* dS, 为 在 yOz 平面 上 的 投影 ,其 余 类 推 。 

车 面 元 48 位 于 矢量 场 和 4 中 , 因 dS 很 小 ,其 各 点 上 4 的 值 可 视 为 相同 ,4 和 dS 的 标量 
积 太 ，dS 便 称 为 4 穿 过 ds 的 通 量 。 这 样 ,将 曲面 S 各 面 元 上 的 通 量 A4 :dS 普 加 即 得 党 过 整 
个 曲面 S 的 通 量 , 记 为 ,有 


®—|A.ds=|A.ads (1. 29) 


瑟 


图 1.2 开 曲 面 上 的 面 元 


可 见 通 量 是 一 个 标量 。 若 $ 是 一 个 封闭 面 , 则 
网 一 中 4 ，d5 (1. 30) 

它 表 示 A 罕 过 封闭 面 $S 的 通 量 。 若 更 六 0, 则 表明 封闭 曲面 内 有 矢量 场 的 源 ‘ 称 为 通 量 源 ); 
若 香 <0, 则 表明 封闭 曲面 内 有 矢量 场 的 汇 ( 称 为 负 通 量 源 }， 
1.4.2 和 散 度 

封闭 面 的 通 量 反映 了 封闭 面 内 源 的 总 特性 , 当 包 围 某 点 # 的 封闭 面 的 体积 赵 于 零 时 ， 
则 可 得 到 该 点 相通 量 沽 的 分 布 特 性 。 为 此 ;定义 矢量 场 志 在 一 点 的 散 度 (divergence) 为 

六 dd 久 


.1 5 
divA 一 lim AT 《1. 31} 
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式 中 ,AV 是 包含 加 点 的 封闭 面 S 所 包围 的 体积 。 上 式 圳 明 某 点 处 四 的 散 六 等 于 单位 体积 
上 的 净 通 量 ， 

在 直角 坐标 系 下 ,矢量 4 的 散 度 可 用 哈密 顿 算 子 与 天 量 4 的 标量 积 表 示 ，, 即 div& = 
YV. 4. 这 样 ,将 久 及 息 的 分 曹 凑 达 式 代 人 此 式 , 先 按 标量 积 规则 展开 ,再 作 微 分 运算 ,有 


dA, 1 97, 9 AA. 
Dx dy 介 迪 


(i, 32) 


局 9 a 
9 4 一 (0 37te a tea) (hr + eA, + eh) = 


显然 ,矢量 4 的 散 度 是 一 个 标量 。 此 外 ,也 可 利用 定义 式 (1. 31) 时 出 上 式 。 
者 VY .4 一 0, 则 称 有 为 无 散场 ,或 称 为 管 形 场 。 


1.4.3 散 度 运算 的 基本 公式 


设 4, B 为 矢量 ,$ 为 标量 , 则 


Vr (A+B)—=VY.:AtY.B (1. 33) 

中 《1. 34) 
了 2 了 2 

V (7 浊 一 六 2: 几 - 直 用时 桥 系 OB | 区 | 下 (1. 35) 


中 
式 中 ,Y 称 为 拉 普 拉 斯 算 子 。 


1, 4.4 散 度 定理 


散 度 定理 是 与 散 度 运算 有 关 的 定理 。 图 1. 3 表示 矢量 场 4 中 一 个 任 取 的 体积 V, 其 表 
面积 为 S。 将 此 体积 分 为 个 小 体积 元 ,其 体积 分 别 是 AV ，AV;，"…!，AV, ,每 个 小 体积 元 
的 表面 积 是 AS ，AS: ，…，AS,。 根 据 散 度 定 义 ; 第 i 个 体积 元 上 矢量 4 的 散 度 与 AV， 
(AV, 一 0, 7 一 1],，2, …, #) 的 丑 积 等 于 矢 
量 4 穿 过 它 的 闭合 面 AS, 上 的 通 其 ,于 是 有 


lm (V * AYAV, = (A + aa)ds 
一 站 
z 盖 ] ， 2， ei 1, 3) 


式 中 ,a 为 AV, 的 表 刻 积 AS, 的 外 法 向 单位 
矢量 。 设 第 ; 个 体积 元 与 第 i 个 体积 元 相 邻 ， 
从 而 穿 过 第 ;个 体积 元 上 的 通 量 满 足 同 式 
(1. 36) 形 式 定 全 相同 的 表达 式 ( 将 式 (1. 36) 中 
的 下 标 i 用 i 代替 )。 于 是 ,从 第 i 各 第 j 个 体 图 1.3 夫 量 场 太 中 的 体积 及 体积 元 
积 元 中 穿 出 的 通 量 应 为 


和 = 中 Ch a.)dS+ 中 (A gdS 
AV -rh Vi 一 9， 35， 
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由 于 两 个 体积 元 的 公共 面 AS 上 , au 一 一 4 ， 面 矢量 4 相同 ,因此 两 个 体积 元 在 公共 面积 
AS, 上 和 穿 过 的 通 量 相互 抵消 。 这 样 ,上 式 右 端的 两 项 面积 分 之 和 等 于 AV; 和 AV, 构成 的 总 
体积 的 外 表面 上 的 通 量 。 依 此 类 推 , 穿 过 整个 体积 V 的 通 量 应 等 于 包围 整个 体积 的 闭合 面 
S 上 的 通 量 , 即 


YAa = > ao)ds= 中 4 45 
< ae pe 5 
在 上 式 中 , 当 AV: 一 0 时 ,一 sc， 则 有 
| .4Jdy — 中 4 .dS (1. 37) 


上 式 称 为 散 度 定理 ,也 称 为 奥 高 定理 。 它 表明 ,矢量 场 4 的 散 度 在 场 中 任意 一 个 体积 内 的 
体积 分 等 于 矢量 场 4 在 包 图 此 体积 的 封闭 曲面 上 的 法 向 分 量 沿 料 闲 面 的 面积 分 。 


1.5 矢量 场 的 环 量 , 旋 度 与 斯 托 克 斯 定理 


1.5.1 环 最 
矢量 四 沿 一 封闭 沿线 的 线 积分 ,定义 为 和 拓 量 4 消 该 封闭 向 线 的 环 量 (或 称 旋 油 量 ), 记 
为 卫 , 邵 


r= 中 4 di (1. 38) 
i 


式 中 ,dl 是 封闭 曲线 1 上 的 线 元 舌 量 。 

与 矢量 的 通 量 一 样 :矢量 的 环 量 也 是 描述 矢量 特性 的 重要 参量 。 和 在 矢量 的 环 量 不 为 零 ， 
就 表示 矢量 场 中 存 企 一 种 不 同 于 通 量 源 的 源 一 一 旋涡 源 。 例 如 ,在 环 统 电 流 的 者 所 由 线 上 
磁场 的 环 量 不 为 零 ,电流 就 是 产生 该 磁场 的 旋涡 源 。 

在 直角 坐标 系 中 , 式 (1,38) 可 表示 为 


P= 中 4 -di =Acos Od! = 中 (A.dr + Aydy + A.de) (1. 39) 
+ 


1.5.2 旋 度 
为 了 反映 矢量 场 中 给 定点 附近 环 量 的 分 布 特性 , 令 封 闭 曲 线 i 所 包围 的 面积 AS 趋 于 


堆 , 并 考虑 到 环 量 的 大 小 决定 于 封闭 项 线 1 相对 于 天 量 & 的 取 阿 ,可 定 多 天 量 和 在 给 定点 处 
的 旋 度 (rotation) 为 


roth = 有 Tim 一 一 一 一 一 玫 《 工 . 40) 
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可 多 矢量 4 的 旋 度 是 一 个 矢量 ,其 大 小 是 矢量 4 在 给 定点 处 的 最 大 环 量 面 密度 (或 称 单位 
面积 上 的 环 章 ,其 方向 是 当面 元 矢量 的 取向 使 环 量 面 密度 最 大 时 该 面 元 矢量 的 方向 (a。)。 
其 中 面 元 矢量 的 法 向 单位 矢量 a 与 封闭 曲线 1 的 绕 行 方向 间 满 足 右 手 螺旋 关系 。 具 体 地 ， 
当 右 手 的 四 指 涪 di 方向 时 ,大 指 指 所 指 的 方向 即 为 a 的 方向 。 

天 量 的 其 度 描 述 了 该 矢量 在 给 定点 处 的 旋涡 强度 。 若 一 个 矢量 的 旋 度 为 零 , 则 称 该 矢 
量 是 无 旋 的 或 保守 的 。 

在 直角 坐标 系 中 ,矢量 4 的 旋 度 可 表示 为 哈密 顿 算 子 Y 与 4 的 矢量 积 , 即 


tot 帮 一 有 这 丰 
将 Y 与 4 的 分 量 表达 式 代 人 上 式 右 端 ,展开 得 


VxA= (“ 元 二 元 六 十 Qs 各 jx Ca,h, a 


和 ( 完 ) ,( 守 一 a) 人 


y 
dd, Md, a, 
2 


SL 
4 


9 
A A， 内 
此 式 也 可 按 旋 度 定义 式 (1. 40) 导 出 。 


1.5.3 旋 度 运算 的 基本 公式 


基态 ,BB 为 矢量 ,$ 为 标量 , 则 


VX {AB)— VxXATVXB C1. 42) 
VX (tM) eo $VxXA)TVD XA (1. 43) 
VAxXB)=B. (VxXA)—A. (VxB) (1, 44) 
VXVXA=VY: A)— VA (1, 45) 


1. 5.4 斯 托 克 斯 定理 与 旋 度 定理 


由 旋 度 的 定义 式 (1. 40) ,可 导出 斯 托 克 斯 定理 。 如 图 1.4 所 示 , 令 S 是 以 封闭 曲线 1 为 
边界 的 有 限 开 曲面 。 将 表面 积 S 划分 成 z 个 面积 元 AS.(i 二 1, 2,*…, n})，, 其 单位 法 向 矢量 
为 gu, 且 封闭 曲线 Ap 包围 面积 元 AS , 则 当 AS 一 0 时 ,由 式 (1.40), 对 第 i 个 闭 曲 线 
ALl ,有 


lim (VV YX A qa NS, = 中 站， dl 
AS, -rd A 


对 开 曲 曾 S$ 上 所 有 的 闭 曲 线 AL 二 1,2, ,nn), 将 上 滤 求 和 ,得 
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tr 


2 lim(V XA) anhS, = 2 4 -di 


因 开 曲面 S$ 上 任意 两 个 相 邻 面 元 矢量 AS 和 AS, 的 公共 边界 上 的 线 积 分 正好 抵消 ,如 图 
1.4 所 示 。 这 样 , 上 式 右 端 相 加 后 只 有 原来 最 外 面 的 边界 线 1 上 的 积分 得 以 保留 。 因 此 , 当 
AS 一 0, 即 -一 cc 时 ,有 


| (VX A) ds = 中 4 .dl (1.46) 
总 ‘ 


这 就 是 斯 托 克 斯 定理 的 数学 表达 式 。 它 可 以 
将 矢量 旋 度 的 面积 分 变换 为 该 矢量 的 线 积 
或 反之 。 

除 斯 托 克 斯 定理 以 外 ,还 有 一 个 关于 矢量 
旋 度 的 体积 分 和 矢量 闭 曲 面积 分 之 间 的 关系 ， 
其 数学 表达 式 为 


| (YxA)dy =— 中 A x ds = 中 dS 文具 
WW fe 总 
(1. 47) 


图 1.4 笑 墅 场 委 中 的 
此 式 称 为 旋 度 定理 ,可 利用 散 度 定理 证 明 。 开 曲 面 及 两 个 相 卿 面 元 
例 1.1 已 知 妇 及 为 常 矢量 ,rc 为 常数 ， 
证 明 :D Vie*") 一 cke™""， 
DV (Ao) 一 《证 ET 
DVYX CAe*r) = (ck Xd)e™, 
证 ; 设 庆 二 ar 十 a, 十 上 &a:， 其中， 上,， 上 :为 浸 数 ;二 2 十 3230 十 对， 则 


个 Ved'r) 一 (le 六 a, 和 十 人 Nem ] 
有 cf 良和。 | ha, kad Ye ttt,ytt.e) = ec 
DV Ae = (VAe™' 让， Yie') 
二 站 (Coke rT) = (ck + A)e™" 


式 中 , 因 上 各 为 带 夭 量 , 故 Y， 4 一 0。 
DVYX (hoe) om (VX Ae Ye") XA 
= chet wxA = (ck x le 


式 中 ,VX 和 A 二 0。 


1.6 标量 场 . 矢 量 场 的 重要 性 质 和 定理 


1.6.1 两 个 重要 性 质 


性 夺 1 ;梯度 场 的 旋 度 恒 为 零 , 即 
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VxXVY$=0 (1. 48) 


可 名 ,无 旋 场 可 表示 为 一 旋 度 场 。 妈 ,着 YX 了 二 0, 则 可 令 了 一 V$ (其 中 名 可 舍 一 任意 常 
数 加 )。 
性 质 2; 旋 度 场 的 散场 恒 为 零 , 妈 


YX 一 站 (1. 49) 


了 可见 ,无 散场 可 表示 为 一 旋 度 场 。 即 , 若 Y .了 一 0, 则 可 令 了 一 VXA4( 其 中 和 中 可 含 一 任意 
梯度 项 V 多 。 


1.6,.2 三 个 重要 定理 


1]) 标量 格林 定理 
将 散 度 定理 中 矢量 4 表示 为 一 标量 晒 数 # 的 梯度 V% 与 另 一 标量 函数 多 的 乘积 ,有 


VV， 站 一 Vs (VD 一 py Yo. 
对 上 式 的 两 剖 取 体积 分 ,并 应 用 散 度 定理 ,得 


| Svstvo Yar = 中 (yy 为， a.dS 一 fy 2355 (1. 50) 
式 中 ,S 是 包 图 体积 VV 的 闭 曲 面 ,a, 是 闭 曲 面 S 的 外 法 线 方向 的 单位 泉 量 ,2 为 曲面 上 的 任 
意 一 点 处 法 线 方向 上 的 坐标 量 。 此 式 称 为 标量 格林 (G. Green) 第 一 定理 ， 
互 换 式 (1. 50) 中 区 和 风 的 位 置 ,有 


| ,SVyrvi Vdy = $v rad = 中 4dS Cy 
将 式 {1. 51) 减 去 式 (1. 50), 即 得 
| .Gyy— pV¥ $dV 一 b ($3 4 ya ds (1. 52) 


dn 
这 就 是 标量 格林 第 二 定理 。 特 别 地 , 若 外 = 多 则 标量 格林 第 一 定理 变 为 


| ($V¥E$+| V1) dy 一 bP $V. dd — $2Fds (1. 53) 


利用 此 式 可 证 明 矢 量 场 的 惟一 性 定理 。 

应 指出 ,除了 标量 格林 第 一 .二 定理 以 外 ,还 有 矢量 格林 第 一 . 卫 定 理 等 ,可 参阅 其 他 
文献 

2) 和 所 量 场 的 惟一 性 定理 

惟一 性 定理 说 明 一 个 矢量 场 在 区 域 中 是 惟一 确定 的 。 它 可 投 述 为 :一 个 矢量 场 被 其 散 
度 , 旋 度 和 区 域 边 界 上 的 齐 次 边界 条 件 ( 边 界 上 的 切 向 或 法 向 边界 条 件 ) 惟 一 确定 。 

证 明 ; 设 两 个 天 量 场 站 和 fi: 在 体积 V 内 散 度 和 旋 度 处 姓 相同 ,并 月 在 边界 面 S$ 上 它 
们 的 法 线 方向 或 切线 方向 上 的 分 量 相同 , 需 证 明 f1 恒 等 于 产 。 
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令 丰 一 万 一 疡 , 则 由 于 YX 了 一 YX 太 一 YX 产 =0, 因 此 ,由 性 质 1 可 知 , 了 一 Vg 又 
因 式 (1.53) 中 的 严 # = 二 VV V8 一 VY: 了 二 VY '， 记 一 VY '， fi 一 0, 故 式 (1.53) 中 左 端 的 第 一 项 
等 于 零 。 

车 已 知 边 界 条 件 为 边界 上 矢量 场 的 法 向 分 量 连续 , 即 广 , = fi, ; 则 在 边界 上 Y $，dS 一 
(VdS 二 (fw 一 fo.)dS 二 0, 此 时 式 (1.53) 右 端 积分 为 零 ;车 边界 条 件 为 边界 上 矢量 场 的 
切身 分 量 连续 , 即 1 二 fy 则 (加 ,= 有一 fz 二 9, 此 时 边界 面 $S 为 $$ 的 等 值 面 , 式 (1. 53) 
厂 端 的 积分 也 为 零 。 又 考虑 到 散 度 定理 ,有 


$v. ds = 绅 到 #- ds — 中 say = 0 
所 以 , 式 (1, 53) 左 端的 第 二 项 为 零 , 即 
| IVv# lav 一 0 


又 因为 上 V8$|1: 为 正 数 , 即 |Y$ 有 之 0, 故 由 上 式 有 
V$ 一 0 或 V$= 帮 一 f=0 


即 与 fi; 全 等 。 

3) 启 姆 鹤 陛 定理 与 场 的 分 类 

(1) 交 姆 霍 兹 定理 

交 姆 霍 效 (CH.V. Helmholtz} 定 理 可 叙述 为 ;着 矢量 场 了 在 无 限 空 间 中 处 处 单 值 , 且 其 
导数 连续 .有 界 , 而 源 分 布 在 有 限 区 域 中 , 则 矢量 场 了 由 其 散 度 和 旋 度 惟一 确定 。 了 可 分 解 
为 无 旋 场 fu( 有 散 度 和 无 散场 有 旋 度 ) 之 和 ，, 即 


f= ff (1, 54) 
并 且 ,f 可 表示 为 一 个 标量 函数 的 梯度 和 一 个 矢量 育 数 的 旋 度 之 和 , 即 
f=—Y$+YX4 (1. 55) 
此 定理 的 严格 证 明 较 繁 ,这 里 不 作证 明 ， 


(2) 场 的 分 类 

由 安 姆 土 兹 定理 可 知 , 一 个 矢量 场 的 散 度 各 旋 度 不 能 单独 .完整 地 描述 场 。 事 实 上 ,在 
电磁 场 理 论 中 ,通常 根据 矢量 场 的 散 度 和 旋 度 是 稍为 零 可 将 电磁 场 分 为 四 类 , 即 第 I、、 
虽 和 和 坟 奖 场 。 

OD 第 工 类 场 ;该 类 场 了 在 区 域 中 处 处 满足 WY. f=0 和 YXf=0。 由 矢量 场 的 人 性质 1 知 ， 
可 将 表示 为 二 一 $$, 这样 ,由 YW， 了 一 0, 得 

Vi$—0 (1. 56) 

这 是 拉 普 拉 斯 方程 。 可 抑 , 为 了 求 得 第 工 类 场 ,必须 求解 拉 普 拉 斯 方程 及 由 区 域 边 界 构成 的 
定 解 问题 求 得 $, 然 后 由 了 二 一 Y$ 确 定 了 。 如 静止 电荷 存在 区 域 中 的 静电 场 各 无 外 流行 在 
区 域 中 的 静 磁 场 都 属于 这 一 类 场 。 
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@ 第 开 类 场 : 该 类 场 了 在 某 区 域 中 处 处 满足 WY .了 天 0 和 YX 了 一 0。 由 天 量 场 的 性 质 : 
同样 可 知 ,， 了 一 一 Yg 但 YY， 了 夭 0, 设 Y. 了 一 六 ,其 中 p 为 一 个 任意 常数 或 区 域 中 的 一 个 已 知 
肾 数 。 于 是 有 


Vi$=—p (1. 57) 


这 是 泊 松 方程 。 可 见 , 为 了 求 得 第 了 类 场 , 需 求解 由 油 松 方程 及 区 域 边界 构成 的 定 解 问题 ， 
即 先 求 得 纪 .然后 由 了 = 一 Vy 确 定 了 如 有 体 电荷 存在 区 域 中 的 静电 场 就 属于 这 一 类 场 ， 

第 过 类 场 ; 该 类 场 了 在 区 域 中 满足 V' 了 一 0 和 YXx 了 了 隆 0. 因 V， 了 == 0, 由 矢量 场 的 
性 质 2 知 ,了 一 VX4, 其 中 各 为 另 一 矢量 场 。 又 因 YX 了 天 0, 将 它 写 为 VYXJ= 二 J, 其 中 
本 为 一 已 知 矢 量 场 。 这 样 ,将 了 一 VXA4 代 和 人 YX 了 一 了 即 得 


VxXVYXA=J 或 V(Y .A4)—Y4=J ‘1. 58) 


又 由 亥 姆 霍 兹 定理 知 ,为 使 矢量 场 fF 惟一 ,必须 定义 其 敬 度 。 若 采用 规范 条 件 Y，A 一 04 称 
为 库仑 规范 条 件 , 见 第 2 章 ;, 则 有 


YA 一 一 《1. 59) 


这 是 矢量 泊 检 方程。 因此 ,为 求 得 第 轩 类 场 , 则 必须 求解 由 矢量 党 松 方 程 构成 的 定 解 问题 。 
如 载 流 导体 内 部 的 磁场 就 属于 第 于 类 场 ， 

@ 第 全 类 场 ; 该 类 场 了 在 区 域 中 处 处 满足 VY。 了 隆 0 和 VX 了 了 关 9。, 但 可 将 了 分 解 为 另外 
两 个 矢量 场 户 和 大 ,使 万 满足 第 于 类 场 以 及 ff 满足 第 卫 类 场 的 要 求 , 即 


了 一 万 十 态 


其 中 YV， 方 二 U, VX 人 0, 而 YX 户 二 人 由， YY， fi 关 0. 这 样 , 放 ~ VX4， f: 一 一 WVW$ 从 
而 有 


f=VYxA—V? 


这 正 是 变 姆 土 兹 定理 中 给 出 的 表达 式 。 这 一 类 场 存 电 磁场 中 并 不 常见 ，。 

例 1.2 设 r* 和 六 分 别 表示 自由 空间 中 点 户 Cr，y， x) 和 点 p(x， yy， ) 的 失 径 , 民 = 
|R| = 和 7 一 |， 表示 两 点 间 的 距离 。 

证 用 ,DYR = 一 YR = RI/R; 

VUAR) 二 一 VR) 二 一 R/R* ,其 中 Y 和 Y 分 别 表示 对 点 (xz， yx} 和 点 (x ， yy， 
< ) 的 哈密 顿 算 子 。 

证 明 : 名 因 R 二 =r 一 rr 二 q(tr 一 7) 十 dty 一 y) 十 4.(z 一 之 )， 鼓 


R=|IR|I=ir-r |= V(r— rx) (y—y) (rr) 


RE 
VR SR 
如 区 od 
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即 VR=-VR= 


四 因 Y[ 支 )- eve) _ VR v "(2 区 一 VR 训 


1,7 下 交 曲 线 坐 标 系 


根据 求解 实际 电磁 场 边 值 问题 的 需要 ,科学 察 们 已 经 发 现 了 十 多 种 有 用 的 坐标 系 。 
电位 理论 中 最 基本 的 场 论 运 算 ( 如 梯度 、 散 度 以 及 旋 度 等 ) 适 用 于 各 种 坐标 系 。 然 而 ;前 
面 仪 导出 梯度 、 散 度 以 及 旋 度 等 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 。 除 了 直角 从 标 系 以 外 ,在 电 
磁场 理论 中 还 常用 圆柱 、 圆 球 以 及 椭 图 柱 等 坐标 系 。 为 了 运用 其 他 坐标 系 , 有 必要 引 人 
正 交 曲线 坐标 系 并 导出 正 交 曲线 坐标 系 的 单位 矢量 和 度量 因子 以 及 梯度 . 散 度 和 旋 度 等 
的 一 般 表达 式 。 


1.7.1 正 交 钠 线 坐 标 系 的 单位 泉 量 和 度量 因子 


在 直角 坐标 系 中 ,空间 每 一 点 对 应 一 组 坐标 (z，?，zx)，, 当 用 正 交 曲线 坐标 表示 时 , 则 对 


uy = ICT Ye TY dr = Er CT, VE) Hs = pa (xr YT) 《1, 60a) 
T= We sd N= Gu ter Wad T= ntu Has ta 《1. 80b) 


这 里 到 一品 Cr，2， 是 一 个 曲面 族 ,每 一 个 忆 值 对 应 着 一 个 曲面 。 同样 , ws 一 更 Cr yy ， 2) 
种 ww 二 ga(X， yy， %) 也 分 别人 代表 一 个 曲面 族 。 这些 晶 夯 族 互相 相交 ,空间 中 任 一 点 
ptm ust) 就 是 三 个 曲面 的 交点 ;如 图 1.5 
所 示 。 图 中 中、 外、 时 分 别 是 击 == const, (第 
数 )，as 一 const. ,zy 二 const. 的 三 个 曲面 ， 
其 中 四、 名 的 交 线 是 ws 线 , 加 、 加 的 交 线 是 
尾 一 点 处 a 线 、uz 线 和 和 线 的 切线 互相 正 
交 。 若 用 gy，qs， ts 依次 表示 坐标 曲线 志 ， 
wz， ts 在 点 p 处 的 切线 和 天 量 1;,， 1， i 上 的 单 
位 矢量 ,其 正 向 分 别 指向 ww ，ws，ws 增加 的 一 
侧 ,它们 并 椅 成 右手 坐标 制 。 在 正 交 曲线 坐标 系 中 单位 矢量 a;，a:， a 的 方向 是 随 任 意 点 
户 的 变化 而 变化 的 ,这 同 直角 坐标 系 不 同 , 即 i ， as， a; 一 般 不 是 常 矢量 ,而 a.，a,，a- 则 是 
常 天 量 ， 

设 在 空间 任意 一 点 疡 沿 三 个 泽 标 曲线 正 亩 的 切线 微 匹 矢量 分 别 为 di ,dls, dl:,; 则 包 


图 1.5 正 变易 绕 坐标 系 
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点 的 位 移 微 元 可 表示 为 
di 一 di 十 di， 二 di 一 qi di 二 od fo 十 iad 2 
一 a hi du 二 fs dius 二 dshs dns Cs By) 


式 中 ,di di da 分 别 为 而 到 十 di wz 到 ww 十 dws ;以 及 到 ww 十 dus 之 则 的 骂 长 ， 
即 dw hadus ,hsdus。 其 中 hi， 有 hs， 称 为 度量 因子 (或 拉 梅 系数 ) ,它们 一 般 是 空间 坐 
又 因为 在 直角 坐标 系 下 di 为 


di 一 a.drx + ady + a,dz 1. 62) 


因此 ,大 df 只 语 za 方向 , 即 ez» Hs 都 是 常数 ,也 即 das = dus = 0, 于 是 , 令 式 (i.61) 和 式 
《1.62)? 相 等 ,并 利用 多 元 函数 全 微分 表达 式 , 有 


di .dz 十 udy 十 ,eb 和 dt 1 dG 1 dG 


名 hidu, 本 hdu Hs hi dH Tt hi du 二 du ab 
_aG _ 26 a0 
式 中 ， 性 工 一 ee dr, , dy 一 i da ， de 一 Ey da 。 
同样 , 符 di 只 河 zs 方 同 ; 则 有 
di 1 90 1 dG ] 390; 
一 Ee 人 1. 
ho da - A, dH: 和 he qa hs dit 0 
在 d 丰 沿 z 方向 , 则 
_ ad _, 1G, 1 , 12G, 
We a 0 eh De Bi 


在 上 述 表达 式 中 ,+ 二 G1 ,yy 一 Gs; zz 一 G,。 这样, 只 亡 相 应 坐标 系 的 度量 因子 已 知 , 则 可 由 
上 和 面 三 式 守 出 正 交 有 曲线 誉 标 系 中 和 任 一 种 曲线 举 标 系 的 单位 矢量 与 直 负 坐标 系 单位 失 量 间 的 
关系 。 应 指出 ,之 所 以 引出 度量 因子 ,是 因为 在 正 交 曲线 坐标 系 中 , 长度 元 的 度量 不 一 定 是 
长 度 , 即 正 交 曲线 坐标 系 中 的 du ,dws ，dus 一 般 并 不 是 长 度 微 元 。 例 旭 , 在 圆柱 坐标 系 中 
的 角度 坐标 @、 贺 球 谷 标 系 中 的 角度 坐标 8 和 9 都 不 是 长 度 。 

为 导出 正 交 曲线 坐标 系 的 度量 因子 ,考虑 直角 坐标 系 中 尾 意 一 点 处 的 位 移 微 元 di, 其 
大 小 可 表示 为 


下 一 [dz + Cdy)? + Cdz)’]3 
阁下 沿 t 方向 , 则 由 上 式 以 及 多 元 函数 全 微分 表达 式 , 知 


d = 【人 示 ( 强 ) + EE = hd 
同样 , 若 d 向 zs 方向 ,出 
dl, = [( 富 ) 二 (2 | (2 ) J a _ fdu, 


du GE ds 
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若 旺 沿 za 方向 , 则 


dls 一 (过 ) 十 全 ) 了 (3G) T au i 


Om ou Du 


显然 ,由 以 上 三 式 有 


和 


| |， i 一 1，2，3 (1.66) 


H=1 


这 样 ,将 G1 ，G; ,Gs 的 表达 式 代 入 上 式 即 可 求 得 任 一 种 正 交 曲线 华 标 系 的 度量 因子 
hi, ho, ha 同时 ,du ， diz， dus 必须 乘 以 相应 的 度量 因子 才能 得 到 相应 曲线 坐标 系 的 长 
度 微 元 。 因 此 ,在 正 交 曲线 坐标 系 中 任 一 长 度 微 元 di 可 表示 为 


di = Thidi)’ + Chsduz)’ + Chsdus)? ]3 (1. 67) 


对 如 图 1.6 所 示 芍 圆柱 坐标 系 ,; 在 式 (1,66) 中 入 入 二 7 wz 二 二 之 以 及 x = 
Gi 一 reos pry = Ge 一 7sinapg 一 Cs 一 sz 可 得 用 一 及 一 1 一 太一 rr 有 一 中 一 上。 
类 似 地 ,对 如 图 1.7 所 示 的 圆 球 坐标 系 , 站 一 民 , w= 二 一 9; 以 及 xX 二 GG 二 rsin eos yp， 
y= GG 一 Rsin Osin pz 二 GG 一 Rcos 9, 于 是 ,其 度量 因子 为 hl 二 hk 二 1, hi 二 hs = RR， 
hs =h, = Rsin 0, 


图 1.6 画 柱 坐标 夭 图 1.?7 固 球 人 煤 标 条 


1.7.2 正 诡 则 线 坐标 系 中 场 论 的 表达 式 


在 求解 正 交 曲线 坐标 系 中 场 论 的 问题 时 ,通常 需要 知道 坐标 系 的 面积 元 和 体积 元 的 表 
达 式 。 正 交 曲 线 坐 标 系 中 , u; 一 cost, 的 曲面 上 面 元 矢量 dS; 可 表示 为 


dds, > di, 这 di, 汪 a,dSs, — a sh, du, cis 


式 中 ,一 和 Xeayvii EEC 2.3)。 体 积 元 dV 为 
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dV = dii* Cdl; x db) = hhshedu,du;du, 


在 直 第 坐标 系 中 引出 的 哈密 顿 算 子 V 可 推广 到 正 交 曲线 誉 标 系 , 即 用 Y 表示 正 交 有 曲线 
坐标 系 下 名 的 梯度 ,用 VY， 有 A 表示 A 的 散 度 ,用 YX 表示 轧 的 旋 度 。 这 里 不 作 详 细 推 学 , 直 
接 写 出 正 交 曲线 坐标 系 中 部 分 场 论 的 表示 式 。 

(1) 标量 ?的 梯度 为 


四 1 a$ 1 3$ 
VE + £1. 68) 
(2) 矢量 4 的 散 度 为 
WN (1. 69) 
= 本 上 | tsi 5 1 和 2 | . 
式 中 ,Al， A,,， A 分 别 为 各 在 ai， He HH 上 的 投影 。 
《3) 矢量 4 的 旋 度 为 
ha ha ds hd 
VxXAa | (1, 70) 


hh du du Aus 
hiA, h,As hs 


(4) Vp 的 展开 式 为 


ve 1 区 (neh 1 a )+ 3 (hh 3 }+ a (na 地 -al (1.71) 


了 hihshs pp ? 3 Ou us hs dus 3 Das 


此 式 是 将 式 (1.687 的 wy 代替 式 (1.69) 中 的 4 而 得 到 的 。 应 注意 , 当 风 作用 到 锋 量 4 上 时 ， 
应 有 


VA=~VYYxXYYXA— VY. A) {1.72) 


利用 上 述 各 式 即 可 得 到 常用 正 交 曲线 坐标 系 中 梯度 . 散 度 、 旋 度 以 及 散 度 定 理 等 的 表达 
去 :附录 也 中 给 出 了 三 种 常用 坐标 系 中 的 场 论 公式 。 


1.7.3 图 柱 坐 标 系 、 圆 球 坐 标 系 与 直角 坐标 系 的 矢量 之 间 的 关系 


1) 国 福 坐标 系 
根据 前 面 导 出 的 正 交 曲线 坐标 系 中 单位 矢量 与 直角 坐标 系 单 位 矢量 间 的 关系 式 
(1.63) 一 (1.63), 将 x 二 G6 = 一 reosgy yy 一 一 rsingbz 一 G 一 “> 代 人 , 即 得 图 柱 坐 标 
系 与 直角 坐标 系 单位 矢量 间 的 关系 为 
0 一 #1 一 a 0s 0 a, Sn = a, cos P+ dy SH 
ty 一 Qs 一 一 和 Sin gti+a, cosv | ee 


QS dy Sf 
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各/ cos sinw 0 Fr dy 
加 全 - Si 手提 cosg | 四 = LM] 四 {1.7?4) 
_ 0 | 1 。 上 


反之 ,也 可 导出 下 述 关 系 : 
好， 全 


事实 上 , 正 交 曲线 坐标 系 间 的 变换 是 正 交 变换 ,而 变 摸 和 矩阵 是 正 交 和 矩阵, 正 交 和 矩阵 满足 
LM 一 LMJ 。 因此 ,容易 从 式 (1.74) 得 到 式 (1. 75)。 
应 指出 ,上 述 单 位 矢量 间 的 关系 也 可 用 圆柱 坐标 系 中 任意 点 plr,， 9， 2) 在 xOy 平面 上 
的 投影 ,通过 几何 关系 导出 。 当 然 , 还 可 以 利用 求 方向 余 蓄 的 方法 导出 。 
若 已 知 直角 淫 标 系 中 的 矢量 4 为 
六 一 AQ 十 上 由,@， 十 及。 


可 将 此 矢量 4 变换 到 阅 柱 公 标 系 中 的 表达 式 , 即 用 4.,， 4,,4. 表示 上 4.， 有 A,， 有 A.。 捉 实 上 ， 
根据 两 矢量 标量 积 的 运算 规则 ,有 
A =A.a,Cs= Aa Ad,++AL.) + a, 
二 cos A, 十 sin ,十 0 


若 用 矩阵 表示 , 则 为 


cos — sn 0 
stm cos®p 0 (1.75) 


0 U ] 


(1.76) 
Bo = gs = sin pa, cos qa, 
- 
此 关系 也 可 用 矩阵 表示 ,; 即 
(1. 77) 


cosp sinw 0 cA, 
= Ising cosgp 0 4 


0 由 i 


A, 
< 


将 式 (1.74) 与 式 (1.77)? 比 较 可 知 , 若 将 式 (1,74) 中 的 单位 矢量 换 为 矢量 4 的 相应 分 量 即 得 
式 (1.77)。 同 时 ,可 类 伺 地 由 式 ( 忆 .75) 导 出 用 A,， 有 AA， A 表示 有 六,, 及,， 有 A, 的 关系 式 。 显 
然 ,两 种 坐标 系 的 单位 矢量 徊 的 关系 与 分 量 间 的 关系 在 形式 上 完全 相同 。 这 样 ,圆柱 坐标 系 
中 矢量 4 为 
二 二 AAA, 十 六 ls 十 六 a。 
2) 圆 球 上 坐标 系 
仿照 圆柱 坐标 系 单 位 矢量 的 推导 思路 ,同样 可 导出 圆 球 举 标 系 与 直角 坐标 系 单位 竹 量 


间 的 关系 为 
QR sin pcos 人 sin osinY cosd1] Ta- 
四 = 区 peosgp cosepsin — sing 四 (1. 78) 


— sin Cos 0 


F 
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矢量 4 在 圆 球 坐 标 系 中 也 可 用 三 个 分 量 Ar，Ao， A 表示 , 即 
生 二 Apds 十 Ade 十 Apay 


而 Ak，AosA 与 直角 坐标 系 中 矢量 4 的 三 个 分 量 态 ,， 及,， 4. 间 的 关系 同样 满足 像 单 位 天 
量 间 的 关系 ,即将 上 而 单位 矢量 间 满 足 的 矩阵 方程 中 的 sg，apy as 以 及 @-，a， a 分别 换 为 
Ax，Ao， Ay 以 及 六.， 甩 ,， 站, 即 得 。 

通过 进一步 分 析 , 也 可 得 到 两 种 正 交 曲线 坐标 系 ( 如 圆柱 坐标 系 与 圆 球 坐 标 系 ) 间 的 单 
位 天 量 以 及 天 量 间 的 转换 关系 。 


习 题 
1- 已 知 和 站 一 人 小 20 一 3q.,， B= 一 da, 十 0; C= da. 一 并 @-。 
求 :aa 
地 | 和 一 上 | 
(A.B; 
曲 On; 
AXC:; 
A BxXO 和 (A: BxC; 
D(AxB)xC 和 AX(BXO, 

1-2 已 知 六 二 gg 十 24, 一 4:， 惠 二 od; 十 BM,， 若 是 | 太 , 且 B 的 模 为 1, 求 a, 上 5。 

1-3 若 笑 量 左 和 攻 量 是 是 任意 常 和 失重 ,证 明 ; | AXB8| 二 AB 一 (#4.，8)'， 

1-4 来回 柱 举 标 系 中 从 之 轴 上 的 > 二 x 指向 点 plr， 98,0) 的 章 位 失 量 。 

1-5 标量 函数 4 二 3x yx 在 点 P(t1, 1, 一 1) 处 党 哪个 方向 的 方向 导数 最 大 ? 并 求 出 该 方 
向 上 的 方向 导数 的 值 。 

1-6 已 知 空 间 中 有 一 与 时 间 无 关 的 电位 场 多 一 37 十 2zyz 一 2 一 1。 

求 :四 点 (0，1， 2) 处 熏 直 于 等 位 面 的 单位 秋 量 ; 
加 点 p(0, 1，2) 处 电位 变化 的 最 大 速率 。 

1-7 求 标量 西数 四 二 2x2y 十 3yw 十 Xz? 在 点 1， 一 1，1) 处 洛 秋 量 了 一 yxd; 十 zza, 十 Iya。 
方向 的 方向 导数 ， 

1-8 泰 照例 图 1.1, 设 有 标量 fCR) ,求证 ;以 户 Cx YY ， 2 ) 为 动 点 时 的 实 度 WFCR) 与 以 
p(x, ys %) 为 动 点 的 梯度 Vf(R) 间 满 足 关系 : VFR) 一 一 WI(R}). 其 中 民 == 
Ir—r |。 

1-9 己 知 一 标量 西数 $ 一 sin { 字 )sin (全 je。 
求 :中 点 p{1,2, 3) 处 上 增加 速率 最 快 的 方向 及 大 小 ; 

加 吉 pl(l,，2, 3) 处 向 坐标 原点 方向 人 增加 巡 率 (方向 导数 ) 的 大 小 。 

1-10 禄 据 散 度 定义 式 (1.31), 证 明 直 和 角 坐 标 系 下 笑 量 外 的 散 度 表达 起 (1, 32)。 
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1=12 
J=13 


1-14 
1-15 


1-16 
1-17 


工 -27 


已 知 屁 一 2 十 7 十 @sz 凡 为 一 常量 , 民 一 | R|， 
求 .DY:，R; 

(OVXx RR; 

DY YX (RR), 

DV. CAR). 
证 明 ; VY* AXB)=B.: (VXxXA)—A.(VXB), 
证 明 旋 度 定理 (1].47)。 

Slim 如 


在 图 球 淮 标 系 中 ,已 知 上 各 一 ( 责 jas + Resin ga + R'sin bcos pas, 求 V，A。 


已 知 突 量 站 二 x 十 (XYy) 十 a24r ye )， 
求 :DVY*A, 
人 VYV' 有 对 中 心 原 点 的 一 个 音 住 立 认 体 的 体积 分 ; 
人 名) 入 对 叱 立方 体 表 面 鹿 面积 分 并 验证 明度 定理 。 
已 知 国 柱 坐标 系 中 坐标 康 点 至 空间 某 一 点 的 位 置 笑 量 为 民 , 求 民 的 微分 表达 式 。 
已 知 笑 量 诺 二 qr? 十 aCry:)，。 
求生 沿 轿 周 x 十 YY 二 a 的 线 积分 ; 
加 应 用 斯 托 克 斯 定理 求解 此 线 积 分 。 
试 在 直角 坐标 系 下 证 明 : 一直  ( 丰 )= 6(r 一) 


2 
若 失 量 癌 = 1 <<R<2, 求 | VAdV， 


斌 证 V( 续 -) 一 一 re 中， 式 中 庆 为 常数 。 


已 知 圆柱 符 标 系 中 天 量 为 各 一 a (ta (>), 求 该 失 量 在 直角 学 标 系 中 的 表达 式 。 


已 知 点 一 om- 十 ba, 十 cgs， 写 出 圆柱 坐标 系 和 国 球 坐标 系 下 盘 的 表达 式 。 

闻 ， 生 ， nt - 
已 知 直角 举 标 系 中 估量 为 太一 asx yxy) 十 四 (7 二 求 该 矢量 在 轩 柱 兴 
标 系 中 的 表达 式 。 
蔬 知 直角 坐标 系 中 秋 量 为 利 一 gz 十 gCzy) ,来 该 失 量 在 国 球 坐标 系 中 的 表达 式 。 


已 知 国 球 坐 标 系 中 秋 量 为 和 一 四 ( 8) 十 ausin 6, 求 该 矢量 在 直角 坐标 系 中 的 表达 式 。 


图 球 坐标 系 中 的 两 个 和 关 量 让 和 的 始点 轧 和 po 的 坐标 分 别 为 (Ri, 凡生) 和 (LR,， 
pp) 

中 根据 所 和 Tr 的 让 端 坐 标 , 确 定 了 和 rs 之 间 的 炎 角 的 余 芍 cos (rl ， rm)i; 

加 求 点 加 处 的 球 沧 标 分 量 以 及 点 如 处 的 球 坐 标 分 量 。 

已 知 和 视图 球 举 标 (E，1，z) 与 家 让 坐 标 CxX， ym，x) 闻 的 关系 为 xz 二 peosh écos ?7， 
y 二 psinh ésin nz 二 之; 其 中 恩 为 常数 ,为 上 = cost. 的 禄 因 柱 面 和 一 cost. 的 双 曲 
柱 面 的 半 舟 距 。 求 这 两 种 坐标 系 单位 和 失 量 闻 的 变换 焉 阵 [AM 。 
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电磁 场 的 基本 方程 和 电磁 场 运动 的 基本 规律 


简单 地 说 ,电磁 学 是 研究 静止 电荷 和 运动 电荷 的 效应 以 及 相互 作用 的 一 门 学 科 。 静 止 
电荷 产生 静电 场 , 等 速 运动 电荷 形成 恒定 电流 ,恒定 电流 产生 恒定 磁场 ( 静 磁 场 ) ,这 是 人 们 
很 时 就 认识 到 的 电磁 现象 。 时 变 电 场 会 激发 时 变 磁 场 , 时 变 磁场 也 会 激发 时 变 电 场 ,时 变 电 
磁场 相互 激发 从 而 形成 电磁 波 , 这 是 麦克 斯 韦 (J，C，Maxwell} 于 1864 年 提出 的 电磁 场 完 
整 方程 ( 称 为 麦克 斯 韦 方 程 组 ?所 预示 的 结果 。 因 此 ,要 全 面 地 叙述 电磁 学 即 电 磁场 与 电磁 
小 的 人 经典 理论 ,其 核心 是 麦克 斯 韦 方 程 组 , 它 是 宏观 电磁 理论 所 遵循 的 基本 规律 。 

本 章 首 先 以 电磁 场 的 基本 方程 为 基础 导出 麦克 斯 韦 方程 组 ,然后 讨论 电磁 场 运动 的 基 
本 规律 。 


2.1 电磁 场 的 基本 方程 


2.1.1 电磁 场 的 源 一 电荷 和 电流 


所 有 电磁 现象 都 起 源 于 静止 电荷 和 运动 电荷 (电流 ) ,因此 有 必要 引出 与 电荷 和 电流 有 
关 的 概念 各 参量。 

1) 电荷 和 电荷 密度 

众所周知 , 电 集 有 正 、 负 电荷 之 分 , 正 电荷 总 是 伴随 着 负电 荷 的 出 现 而 出 现 。 所 有 带电 
体 的 电荷 量 (简称 电荷 ) 都 是 电子 电荷 量 绝对 值 的 整数 倍 , 带 电 体 中 的 电荷 不 仅 与 带电 体 带 
电量 的 大 小 有 关 而 且 与 电 丛 分 布 有 关 。 微 观 上 , 提 据 物质 结构 理论 可 知 ,带电 微粒 间 总 有 空 
上院 ,带电 体 所 带电 量 不 是 连续 分 布 的 。 但 宏观 上 ,由 于 带电 微粒 间 空 队 的 距离 非常 小 ,并 考 
谍 带 电 体 中 大 量 带 电 微粒 的 平均 效应 ,因此 可 以 近似 认为 带电 体内 的 电荷 连续 分 布 。 所 以 ， 
可 以 用 电荷 密度 来 描述 带电 体 的 电 茶 分布 。 为 此 ,定义 体 电荷 密度 为 


_ im AQ - dQ 
(一 


式 中 ,AQ 是 体积 元 AV 内 包含 的 总 电荷 量 。 
当 电 荷 存 在 于 一 无限 薄 的 薄 层 或 截面 很 小 的 细 线 上 时 ,将 薄 层 或 细 线 上 的 电荷 分 布 分 
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别 用 面 电荷 密度 或 线 电荷 密度 来 描述 较为 方便 。 为 此 定义 面 电荷 密度 ps 和 线 电 荷 密度 p， 
分 别 为 


AQ _ da 

tk Se 
AQ dQ 

PA J 


式 中 ,AQ 分别 是 薄 层 的 面积 元 AS 或 细 线 的 长 度 元 Al 上 的 电荷 量 。 
于 是 ,一 个 体积 为 V. 表 面积 为 3 以 及 线 长 为 上 包 合 的 总 电荷 可 分 别 对 以 上 三 式 进行 
体 、 面 和 线 积分 得 到 ,其 表达 式 分 别 为 


Q = | oav， Q= | esds， = [pid (2.4) 


2) 电流 和 电流 密度 

当 导 体 构成 的 闭合 回路 中 有 直流 电源 时 ,回路 中 使 会 出 现 恒定 电流 (或 称 人 恒 流 或 直流 )， 
这 个 信 定 电流 是 导体 中 自由 电荷 在 电场 力作 用 下 产生 的 定向 运动 。 在 导体 中 任 取 一 个 面 ， 
由 穿 过 此 面 的 电流 1 定义 为 单位 时 间 内 穿 过 此 面 的 电荷 量 , 即 

dQ 
天 下 C2.9) 

电流 的 正方 向 规定 为 正 电荷 的 运动 方向 (导体 中 自由 电子 道 着 电场 方向 运动 引起 ), 这 正 是 
电路 理论 中 所 熟知 的 概念 。 在 电 微 理论 中 , 通过 一 个 表面 积 的 电荷 流 的 速率 一 人 体 电流 审 
度 则 更 为 有 用 。 体 电流 密度 J 是 一 个 矢量 , 它 定义 为 :方向 为 导体 内 某 点 正 电荷 的 运动 方 
向 ,大 小 等 于 垂直 于 它 的 单位 面积 上 的 电流 。J 的 大 小 可 表示 为 


jm AT 
1 = lim AS (2.6) 


电流 密度 了 决定 于 体 电 荷 密度 和 正 电荷 的 运动 速度 。 

为 导出 它们 间 的 关系 , 作 一 横 截面 为 dS, 长 为 由 的 图 可 — dQ 
柱状 体积 元 , 令 此 圆柱 的 轴线 与 正 电 荷 运 动 的 速度 m 相 

平行 ,如 图 2.1 所 示 。 假 设 某 瞬 间 体 积 元 内 部 包含 电荷 Fe—— OO 

d 遇 ,并 经 过 时 间 di 后 电荷 全 部 从 截面 dS 流出 , 则 dS5 图 2.1 导体 中 的 轩 柱 状 体积 元 


上 通过 的 电流 I 二 e, 将 由 一 到 代 人 即 得 Tdf 二 vdQ, 然后 再 代入 了 二 JdS 以 及 dQ = 


pdSdi, 则 有 了 = pv, 即 体 电流 密度 的 大 小 等 于 体 电荷 密度 与 电荷 运动 速度 的 大 小 之 积 。 考 
虑 到 体 电流 密度 与 速度 两 者 方向 相同 , 故 有 


= 0v (C27) 
对 任 一 表面 积 S, 穿 过 此 表面 的 芯 电 流 了 为 


r=|J .dS (2. 8) 
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在 导体 中 自由 电子 揭 定 向 运动 形成 的 电流 常 称 为 传导 电流 ,前面 讨论 的 就 是 这 种 情况 。 
此 类, 通常 将 自由 空间 (真空 ) 或 某 种 气体 中 带电 粒 闻 的 定 回 运动 形成 的 电流 , 称 为 运 流 电 
流 。 例 如 真空 管 中 电 子 从 阴极 向 阳极 运动 或 空中 因 风 的 区 动 引起 带电 云 团 运动 都 会 产生 运 
流 电 流 。 应 指出 ,传导 电流 和 运 流 电流 产生 的 物理 机 理 不 同 ,传导 电流 服从 欧姆 定律 , 面 运 
流 电 流 则 不 服从 些 定律 ( 它 不 需要 导体 来 维持 电荷 的 流动 }。 后 续 有 关 章 市 将 只 讨论 传导 电 
流产 生 的 电磁 场 。 

3) 电荷 守恒 定律 (电流 连续 性 方程 

在 一 体 电 荷 密度 为 p 的 带电 体内 任 取 一 封闭 曲面 S$, 设 某 瞩 间 从 此 封闭 曲面 流出 的 电 
流 为 二 则 由 式 人 2.8) ,有 


= 中 ; * ds 
由 于 i 代表 单位 时 间 内 流出 封闭 曲面 S 的 电荷 量 ,因此 i 应 等 于 S 面 内 单位 时 间 减 少 的 电 
荷 量 一 ,于 是 


-一 忠志 | 
中 4$ 一 一 宁 = 一 于 | edy (2.9) 


这 就 是 法 拉 第 (CM. Faraday) 于 1843 年 基于 实验 证 实 的 电荷 守恒 定律 的 积分 形式 ,又 称 为 电 
流连 续 性 方程 (积分 形式 )。 竹 表明 ,体积 VY 内 电荷 的 变化 必然 伴随 着 包围 体积 V 的 封闭 面 
S 上 的 电荷 流动 。 

车 体积 VY 是 静止 的 , 则 上 式 中 对 时 间 的 微分 可 与 体积 分 变换 次 序 ,并 利用 殴 度 定理 ,有 


| .vav ——| Seav 
于 是 ,对 生 芭 选取 的 体积 VW 只 有 
Vea ee (2. 10) 
这 就 是 电流 连续 性 方程 的 微分 形式 。 这 表明 , 体 电 答 密 度 吕 的 时 间 变 化 率 就 是 电流 密度 
RE 


中 7 ds = 或 VY*J=0 {2.11)» 
号 


这 表明 ,通过 任意 封闭 曲 曾 的 净 家 流 为 零 。 这 样 ,将 上 述 的 封闭 曲面 3 收缩 为 一 点 , 则 可 解 
释 直 流 电路 中 的 基 尔 霍 夫 (G, R. Kirchhoff 电 流 定 律 , 妈 电路 节点 好 电 流 的 代数 和 为 堆 。 


2.1.2 静 夸 场 的 基 术 方程 


1) 库仑 定律 与 电场 强度 
车 两 个 带电 体 的 尺寸 远 小 于 带电 体 之 间 的 距离 , 则 带电 体 可 视 为 点 电荷 。 库 仑 定律 是 
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关于 两 个 点 电荷 之 间 相 互 作用 力 的 定量 描述 , 它 是 由 法 国 物 理学 家 库仑 (C. A. Coulomb) 于 
1785 年 通过 实验 总 结 出 的 定律 。 

库仑 定律 才 述 为 :在 真空 中 ,两 个 点 电荷 
QQ 和 已 5 , 全 是 点 电荷 的 电荷 量 , 为 方便 
起 出, 习惯 将 Q@， QB; 称 为 点 电荷 ,以 下 同 ) 之 
间 相 互 作用 力 的 方向 沿 着 这 两 个 点 电荷 的 连 
线 , 同 号 电荷 相 斥 , 异 号 电荷 相 吸 ,作用 为 的 天 
个 点 电荷 之 间 的 距离 RR 的 平方 成 有 反比。 如 图 
2.2 所 示 。 用 数学 表达 式 表 未 ,有 


QQR_, QQ, 0 


式 中 ,Fw 表示 点 电荷 @ 作 用 在 点 电荷 Q@ 上 的 力 , 印 一 (1/367) X10 a= 8.854 Xx 
io0-2 F/m, 为 真空 的 介 电 常数 ,及 二 一 所 二 qarR 二 dx | 一 让 | ,是 怨 到 心 的 距离 矢量 。 

从 式 {2.12) 可 见 ,Q& 对 QQ: 的 作用 力 与 Q& 对 Qi 的 作用 为 的 太 小 相等 ,但 方向 相反 , 即 

Fl; 一 一 Fs 

这 同 牛 顿 第 三 征 律 一 致 。 

电荷 周围 空间 存在 电场 ,电场 是 客观 存在 的 一 种 物质 。 一 个 点 电荷 之 所 以 对 另外 一 个 

. 点 电荷 产生 作用 力 ,就 是 因为 这 个 点 电荷 在 其 周围 空间 产生 电场 , 当 另 一 个 点 电荷 进 人 这 个 

电场 中 时 就 会 受到 力 的 作用 。 换 言 之 ,电场 对 静止 或 运动 的 电荷 都 有 作用 力 。 为 了 让 量 计 
算 电 场 的 强 弱 ,定义 基本 物理 量 电场 强度 ， 

电场 中 某 点 的 电场 强度 在 量 值 和 方向 上 等 于 一 个 实验 电荷 (一 般 取 为 单位 正 电荷 ) 在 该 
点 所 受 的 力 , 邑 


天 
五 一 一 2,13) 
QQ 


式 中 ,试验 电荷 量 Q, 及 其 体积 应 尽 可 能 小 ,从 而 使 原 电 场 受 到 的 影响 可 和 忽 路 不 计 。 
这 样 ,车 空间 中 任 一 点 p 处 的 电 境 强度 为 E, 则 作用 于 该 点 处 点 电荷 Q@ 的 作用 力 为 
F= aE (2. 14) 


由 式 (2.13), 可 写 出 真空 中 距 点 电荷 Q 的 距离 为 R 和 的 p 点 处 的 电场 强度 为 


Rn 
五 一 人 (2. 15) 


一 般 地 , 阁 真 空中 有 个 点 电荷 , 则 空间 中 任意 点 p 处 的 总 电场 强度 为 


， 1 ss 久 
站 二 二 2 RiR (2.16) 


式 中 , R, 一 了 一 r,; 代表 从 Q, 所 在 点 到 pp 点 的 距离 失 量 ,方向 由 点 电荷 Q 所 在 点 ( 源 点 } 指 
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向 场 点 户 。 
对 真空 中 有 限 区 域内 连续 分 布 的 体 电荷 , 设 体 电 蓓 分 布 的 体积 为 V, 则 体积 VW 之 外 的 

任 一 点 户 处 的 电场 强度 为 

| | CIR gy 1 | ga 


用 
4men R’ dneo CE 


ae 


式 中 ,rr 为 户 点 的 矢 径 ,r 为 体积 元 dVY 所 在 点 的 矢 径 。 后 续 章 节 中 ,在 不 致 于 引起 混淆 的 地 
方 ,可 将 体积 元 dV 改 记 为 dy 。 

类 似 地 ,以 线 . 面 分 布 的 电荷 产生 的 电场 强度 的 表达 式 也 容易 写 出 ,此 时 只 需 将 式 
(2. 17) 中 的 pCr ydW 分 别 政 写 为 pr dr 和 psCr dsS 即 可 。 

2) 高 斯 定理 与 电 通 量 密度 

为 了 更 有 效 地 描述 电 境 , 除 电场 强度 玉 外 ,通常 还 引出 另外 一 个 场 和 拓 量 DD, 场 和 朱 量 上 称 为 
电 通 量 密 度 ( 或 电位 称 矢 量 );。 矢 量 玉 是 一 个 基本 物理 其 ,但 也 是 ~-- 个 人 为 引出 的 导出 物理 量 。 

由 第 1 章 引 出 的 电 通 基 的 站 达 式 可 知 , 电 通 量 与 空间 中 所 填充 的 媒质 无 类, 其 太 小 只 与 
发 出 电 通 量 的 电荷 有 关 。 若 点 电荷 被 置 于 半径 为 展 的 球 心 处 , 则 电 通 量 线 (或 称 电 力 线 ) 必 
将 垂直 且 均 匀 穿 过 球面 , 且 单 位 面积 上 的 电 通 量 ( 即 电 通 量 密度 ) 与 距离 民 的 平方 成 反比 。 
显然 ,电场 强度 除了 大 小 与 空间 填充 媒质 的 介 电 常数 {真空 或 自由 空间 情况 为 @,) 有 关外, 也 
满足 上 述 特性 。 因 此 ,真空 中 , 电 通 量 密度 DD 可 由 电场 强度 E 定义 为 


及 一 E 《2 18) 
应 指出 ,到 目前 为 止 , 我 们 仅 限 于 讨论 真空 或 自由 空间 的 和 情况 (由 后 续 内 容 可 知 , 对 于 简单 


媒质 ,D ~ éE), 

高 斯 定理 表明 了 穿 过 一 个 封闭 面 的 电 通 量 与 这 个 封闭 面 所 包围 的 {自由} 电荷 之 间 的 关 
系 , 可 叙述 为 : 穿 过 真空 或 自由 空间 中 什 意 封闭 面 的 电 通 量 等 于 此 封闭 商 所 包围 的 自由 电荷 
总 量 ,如 


Pp.as=Q 或 bE-.ds= C2. 19) 
8 & 


Ep 


这 是 由 德国 的 高 斯 {K. F, Gauss) 于 1839 年 导出 的 向 斯 定理 的 积分 形式 。 利 用 此 定理 可 以 
方便 地 求解 具有 对 称 电 荷 分 布 的 问题 。 
车 体 电 荷 分 布 于 封 闲 曾 所 包围 的 体积 内 , 则 式 (2. 19) 末 写成 


Pp.ds— | pdy (2. 20) 
对 上 式 左 端 应 用 散 度 定理 , 则 
Jv Dav= | pdy 


此 式 对 任意 的 封闭 面 5 所 包围 的 体积 均 应 成 立 , 因 此 两 端 体 积分 中 的 被 积 畏 数 应 相等 。 于 
是 ,在 空间 任 一 起 处 ,得 得 


VY.D=p (2. 21) 
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这 是 高 斯 定理 的 微分 形式 , 即 空间 任 一 点 处 电 通 量 密度 的 散 度 等 于 该 点 处 的 体 电荷 密度 。 
圭 述 方程 是 麦克 斯 韦 方 程 组 的 四 个 方程 之 一 。 

3) 静电 场 的 无 旋 性 

如 前 所 述 ,静电 场 中 试验 电 侠 5( 取 为 单位 正 电 荷 ) 所 受到 的 作用 力 为 


Fo= 人 OkE 


当 此 试验 电荷 位 移 微 元 由 时 ,电场 力 对 试验 电荷 做 的 功 为 Edi, 而 外 力克 服 电场 力 所 
做 的 功 dW = 一 EE， di。 这样 ,外 力 使 试验 电荷 自 场 中 点 称 到 上 & 点 所 做 的 功 为 


由 
Wh = Q,| E .di Ls 


利用 此 式 不 难 证 明 外 力 做 劲 (或 电场 力 做 功 ) 仅 取决 于 静电 场 中 起 点 a 和 终点 5 的 位 置 ,而 
与 Q@& 所 经 过 的 路 径 无 关 。 这 样 , 若 使 Q& 沿 闭合 路 径 移 动 , 则 外 力 所 黎 的 功 为 


克 =-Q|E n=0 汇 bE .di=0 (2. 23) 
生 是 


这 表明 , 葬 电 蕊 中 电场 强度 互 是 无 旋 的 或 保守 的 , 即 静 电场 是 无 旋 场 或 保守 场 。 
对 式 (2. 23) 利 用 斯 托 克 斯 定理 ,得 


YXE=0 \2, 24) 


土 述 方 程 也 是 静电 场 的 基本 方程 之 一 。 
4) 毕 奥 一 萨 伐 汞 定律 与 磁 通 量 密 上 度 
众所周知 ,在 19 世纪 之 前 ,人 们 除了 发 明永 久 磁 铁 、 天 然 磁 铁 以 及 发 现 磁 性 物质 可 以 磁化 

并 可 用 作 磁 铁 以 外 ,对 于 磁 学 知之 其 少 。 直 到 1820 年 奥 斯 特 (H. C. Oersted) 从 实验 中 发 现 载 

有 电流 的 导线 可 使 磁 针 偏转 这 一 现象 之 后 , 才 使 电学 各 磁 学 两 者 联系 起 来 ,科学 家 们 才 认 识 到 

电流 也 是 磁场 的 源 。 在 奥 斯 特 的 发 现 后 不 入, 法 国 的 毕 奥 和 了 萨 伐 尔 (J, B. Biat，F. Savart) 于 同 

年 又 基于 磁 针 试验 建立 了 载 流 导线 在 其 周围 产生 磁场 的 有 用 公式 ,而 法 国 的 安培 (A. M. 

Ampere) 于 1825 年 发 现 两 裁 流 回路 间 存 在 袜 场 力 , 并 通过 实验 建立 了 一 组 定量 的 关系 式 。 
图 2. 3 示 出 了 真空 中 两 个 载 直流 分 别 为 五 和 五 的 回路 后 和 瑟 :安培 总 结 出 的 回路 六 

对 回路 ts 的 作用 力 fF 表示 为 
Fp a 中 到 A( ee X qr) 

(2. 25) 


用 式 称 为 安培 力 定律 。 其 中 dh ，di; 各 代表 
两 个 导线 回路 上 的 长 度 微 元 矢量 ,R 一 r+, 一 
,表示 自 dh 到 dl 的 距离 秋 量 ,有 征 民 一 
|R|, 常数 jw 一 47 X107H/m, 称 为 真空 的 
导 磁 率 。F2 是 不 同 于 库仑 力 的 另 一 种 方 , 称 
为 磁场 力 ( 简 称 为 磁力 )。 图 2.3 址 空中 的 两 个 哉 流 回 路 
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同 库仑 定律 类 似 ,将 式 (2.25) 中 的 下 标 "1i” 和 2” 交换 并 将 an 换 为 一 好, 即 得 到 回路 i 
作用 于 回路 il 的 力 Fl; > Fi a 
为 导出 毕 奥 -- 萨 伐 尔 定律 ,将 式 (2. 25) 改 写成 


mm Ldh Xary 
F, -中 Ldh x 人 ) = 中 lsdl, x B, (2. 26) 
ca 
te 
B; = rd RR (2. 27) 
其 大 小 为 
B, a Tdiisine (9 28) 


4 万 RR: 


而 a 是 dh 与 Qnr 之 间 小 于 180 的 夹 角 。 Bi 可 视 为 回路 二 作用 于 回路 到 的 单位 电流 元 【| 

Jdl | 二 1A'm) 上 的 磁场 力 , 它 是 表征 电流 问 路 ,在 其 周围 建立 磁场 特性 的 一 个 基本 物 

地 量 , 称 为 磁 通 量 密度 (或 磁感应 强度 ) ,其 羊 位 是 特 斯 拉 (T)。 应 注意 : 1 T 二 ] Wb/m’。 
一 般 地 , 当 载 流 导 体 置 于 外 磁场 如 中 时 ,导体 所 受 的 磁场 力 为 


F =bIdixB 42. 29) 
因 1df 一 JS 出 一 JdV(S 为 导体 截面 积 ), 则 上 式 可 表示 为 
F= |JxBdv (2. 30) 
有 


这 是 安培 力 定 律 的 一 般 形 式 。 者 在 上 式 中 用 大 dSs 代替 JdV, 则 可 得 分 布 于 曲 而 S 上 的 面 
电流 在 外 磁场 中 所 爱 磁 力 的 表达 式 。 

着 运动 速度 为 v(tw<&ic,c 为 真空 中 的 光速 ,电荷 密度 为 的 体 电荷 在 磁 通 量 密度 为 吾 
的 磁场 中 运动 , 因 dQ = pSdi (S 为 载 流 导体 的 截面 积 ),，JdY = pvdVY 二 wdQ, 则 电荷 微 元 
dQ 所 受 的 磁力 为 

F~=vdQxB (2. 31} 

显然 ,上 式 对 后 电荷 Q@ 在 磁场 中 运动 所 受 的 磁力 间 样 适用 。 

类 似 于 磁力 的 计算 公式 , 若 电 流 以 体 密度 了 分 布 在 体积 V 内 成 以 而 窗 度 Js 分 布 于 用 
面 S 上 , 则 栖 电 流 及 面 电流 在 真空 或 自由 空间 中 产生 的 人 兢 通 量 密度 分 别 为 


B 一 和 | Ly (2. 32) 
以 及 B 二 名 2 2 (2. 33) 


5) 磁 通 量 与 磁 通 连续 性 原理 
磁 通 量 密度 对 一 个 曲面 的 而 积分 称 为 磁 通 量 密度 穿 过 此 曲面 的 通 基 ,简称 为 磁 通 基 , 记 
为 于。 即 
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=|8 .dS (2. 34) 


显然 ,者 磁 通 量 密度 与 曲面 的 表面 相 切 , 则 穿 过 此 曲面 的 谎 通 量 一 定 为 零 。 

因为 自然 界 中 磁体 的 南北 极 不 能 分 开 , 因 此 由 磁体 北极 出 发 的 磁力 线 的 条 数 应 正好 
等 于 进入 南极 的 磁力 线 的 条 数 , 这 表明 磁力 线 永 远 是 闭合 的 。 这 样 ,闭合 的 滴 力 线 罕 过 
封闭 面 多 少 条 ,也 必然 从 封闭 面 穿 出 多 少 条 。 换言之 , 穿 过 任 一 封 朵 上 蜡 面 的 磁 通 量 重 等 
于 零 。 即 


中 8 .dS 0 (2. 35a) 


这 就 是 磁 通 连续 性 原理 的 积分 形式 ,或 称 为 磁 的 高 斯 定理 (积分 形式 )。 将 上 式 左 端 利用 般 
度 定 理 , 可 得 
YB=0 (‘2.35b) 

这 是 磁 通 连续 性 原理 的 微分 形式 .由 于 B 的 散 度 永远 为 零 , 因 此 磁场 是 无 散场 或 称 管 形 
场 。 上 述 方 程 是 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 四 个 方程 之 一 。 

6) 安培 环 路 定律 与 磁场 强度 

安培 环 路 定律 叙述 为 ;真空 中 , 袜 通 量 密度 沿 任 一 封闭 曲线 的 线 积 分 等 于 此 封 团 曲线 
i 所 包 图 的 电流 , 邯 


中 (二 ) d=1 (2. 368) 


或 中 二 (2. 36b) 
类 似 于 静电 场 中 电 通 量 密 度 囊 的 定 久 ,将 真空 或 崩 由 空间 的 磁场 强度 百 定 区 为 
H=23 (2. 37) 
A 
HH 有 是 磁场 的 一 个 导出 物理 量 。 应 指出 ,对 简单 媒质 , HH = Bi, 其 中 为 简单 媒质 的 导 磁 
率 。 于 是 , 式 52， 36a7 可 与 为 


bi.di=1 《2. 38) 
i 


这 是 安培 于 1823 年 基于 试验 导出 的 安培 环 路 定律 的 积分 形式 。 利 用 此 定律 可 以 方便 地 求 
解 一 些 具 有 对 称 电 流 分 布 的 磁场 问题 。 

若 封闭 曲线 所 包围 的 电流 是 以 体 电流 密度 了 分 布 的 ,将 式 42. 38) 右 端 用 体 电 流 密度 
了 的 面积 分 表示 ,有 


bn "di = | * dS 


居 将 等 号 左 鳞 的 线 积分 利用 斯 托 克 斯 定理 化 为 面积 分 ,得 
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| vxm.as=|J.ds (2. 39) 
妇 : 


由 于 曲面 S 是 闭 曲线 : 所 包围 的 任意 开 曲 面 , 因 此 , 必 有 
VxXH=J (2. 40) 


这 是 安培 环 路 定律 的 微分 形式 , 它 说 明 磁 场 存 在 旋涡 源 J。 
2.1.3 电磁 感应 定律 与 全 电流 定律 


]) 电磁 感应 定律 

如 前 所 述 ,静态 的 电场 和 磁场 由 静止 电荷 与 运动 电荷 或 得 定 电流 产生 ,静电 场 是 保守 
场 , 帝 静 磁 场 是 管 形 场 ; 静 电场 和 静 磁 场 可 单独 存在 ,两 者 间 没 有 任何 联系 。 但 是 随 着 时 间 
变化 的 时 变 电 场 和 时 变 碘 场 是 相互 联系 的 ,即时 变 电 场 可 由 时 变 磁 场 产 生 , 反 之 亦 然 。 法 拉 
第 (M. Faraday) 于 1831 年 在 实验 中 首次 观察 到 ,一 个 导线 回路 所 奖 链 的 磁 通 量 随 时 间 变 
化 时 ,回路 中 就 感应 一 个 电动 势 , 且 感应 电动 势 的 大 小 正比 于 磁 通 量 的 时 间 变 化 率 。 感 应 电 
动 势 的 极 性 由 构 次 (ELenz) 定 律 决定 , 楞 次 定律 指出 ,感应 电动 故 以 及 由 它 引起 的 感应 电 
流 力 图 使 回路 所 交 链 的 磁 通 量 保持 不 变 。 法 拉 第 的 实验 结果 和 楞 次 定律 相 结 合 就 称 为 法拉 
第 电磁 感应 定律 (简称 为 电磁 感应 定律 )。 其 数学 表达 式 为 


_4d 
dt 


由 于 导线 回路 内 维持 电流 必须 在 此 导体 内 存在 电场 ,因此 ,可 以 用 导体 内 的 感应 电场 强度 来 
定义 感应 电动 势 , 即 


忆 二 (C2. 41) 


6 一 中 5 di (2. 42) 
上 


式 中 ,积分 上 路径! 是 沿 荐 导线 回路 的 感 详 电流 方向 。 若 闭 曲 线 1 所 包围 的 总 磁 通 景 为 多 一 
|8 .dgs , 则 式 (2. 41) 可 表示 为 


bE 二 4| B .dS (2. 43) 
[ 本 Js 


式 中 ,ds 的 方向 与 闭 山 线 的 绕 行 方向 间 满 足 右手 关系 。 这 表明 ,感应 电场 强度 沿 任意 闭 
曲线 的 线 积分 等 于 该 路 径 所 交 链 磁 通 量 的 时 间 变 化 率 的 负 值 。 应 指出 ,前 面 的 结论 是 假 设 
存在 闭合 导线 回路 情况 下 得 出 的 。 事 实 上 ,对 感应 电动 势 而 育 ,形成 封闭 曲线 的 环 路 不 一 定 
是 导电 的 , 若 闭 曲线 是 在 自由 空间 (或 绝缘 介质 ?中 , 则 感应 电动 势 依 然 存 在 。 

由 于 导线 加 路 内 磁 通 量 的 变化 可 以 由 磁场 随时 间 变 化 引起 ,也 可 以 由 回路 本 和 喘 在 磁场 
中 运动 引起 ,因此 , 当 导 线 回 路 在 时 变 磁 场 中 以 速度 vw 运动 时 , 则 总 的 感应 电动 势 可 表示 为 


<=--| .dsth (xB dl C2. 44) 
3 At : 
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式 中 , 右 端 第 一 项 表示 磁场 随时 间 变 化 引起 的 * 感 生 ” 屯 动 势 ;第 二 项 表示 回路 运动 引起 的 
“ 动 生 ”电动 势 。 
将 式 (2.42) 代 大 式 (2. 44) ,并 运用 斯 托 克 斯 定理 ,得 
| wx 可 .ds =—| .ds+| [vx (wxB)]. ds (2. 45) 
由 于 仿 是 由 同一 闭 曲 线 7/ 决定 且 是 任意 的 ,从 而 有 
VXE=——+VX (vxB) (2. 46) 
车 回 路 是 静止 的 , 则 由 上 上 式 , 有 


dB 
VXE ~ (2.47) 


此 式 称 为 电磁 感应 定律 的 微分 形式 。 它 表明 ,随时 间 变 化 的 磁场 将 激发 电场 。 这 是 麦克 斯 
韦 方程 组 的 四 个 方程 之 一 。 显 然 ,感应 电场 是 旋 滴 场 , 不 是 保守 场 , 这 一 点 癌 库仑 电场 不 同 。 


2) 全 电流 定律 
对 静 往 场 ,由 安培 苹 路 定律 的 微分 形式 (2.40), 有 
VVXH)— YJ=0 (2. 48) 
但 对 时 变 电 场 , Y，J 不 一 定 为 零 。 事 实 上 ,由 电流 连续 性 方程 知 束 :J 应 满足 式 (2.10), 即 
VvV.J—— ae 


2 


由 于 时 变 电 荷 的 存在 不 能 总 使 上 式 右 端 为 零 , 即 一 般 情 沉 下 ,J 不 可 能 是 元 散 的 。 因 此 , 式 
《2. 40) 不 适用 于 时 变 场 。 这 说 明 , 由 静 磁 场 得 出 的 安培 环 路 定律 不 能 直接 用 于 时 变 场 ,必须 
加 以 修正 。 


者 克 斯 志 首 先 注意 到 上 述 矛 盾 ,并 指出 应 将 了 加 到 式 (2, 48) 的 第 一 个 等 号 的 右 端 , 即 
VVXH=V. T+ 


在 上 式 中 ,再 利用 高 期 定理 ,得 


V. VxXHD=VY. (T+ 入 ) 
于 是 可 得 安培 丈 路 定律 的 修正 形式 , 即 
VxXH=J+ 守 (2, 49) 


显然 ,此 式 同安 培 环 路 定律 不 同 的 是 引入 了 一 个 附加 项 >, 此 附加 项 是 满足 电荷 守 便 定律 


名 有 列 游 HF 网 WwWw.freekaoyan.com 


* 32 电磁 场 型 论 与 微波 技术 基础 


的 结果 。 3 具有 电流 密度 的 量 纲 , 按 习惯 将 其 称 为 位 移 电流 密度 。 记 此 附加 项 为 J,, 有 


总 电流 密度 = 十 J 二 J 十 


因此 ,通常 将 式 (2. 49) 称 为 安培 - 才 克 斯 韦 全 电流 定律 (简称 全 电流 定律 ?的 微分 形式 。 它 表 
明 , 除 传导 电流 外 ,时 变 电 场 也 激发 磁场 ， 

对 式 人 (2.49) 两 端 取 开 曲面 积分 ,并 对 左 端 运 用 斯 托 克 斯 定理 , 便 得 到 式 (2. 49} 的 积分 形 
式 , 即 


aD 
中 Bai= | (7+) ds (2. 50) 


全 电流 定律 的 引出 是 麦克 斯 韦 的 杰出 贡献 之 一 , 它 导 致 了 统一 的 电磁 场 理论 。 尽 管 全 
电流 定律 是 麦克 斯 书 受 到 法 拉 第 的 实验 利 " 力 线 ? 概 念 的 启发 提出 的 ,但 正 是 由 于 位 移 电流 
概念 的 引信, 才 使 麦 腕 斯 书 能 够 预言 电磁 场 在 空间 以 波 的 形式 传扬 。 


2.1.4 ”麦克斯韦 方程 组 与 边界 条 件 
1) 微分 形式 的 喜 克 斯 韦 方 程 组 


综合 前 面 的 讨论 ,将 电磁 场 的 四 个 基本 方程 汇集 起 来 即 构 成 了 以 下 微分 形式 的 麦克 斯 
市 方程 组 : 


VXE = 于 (电磁 感应 定律 ) (2. 518) 
aD 

VxXH=J+3 《全 电流 定律 ) 《2.51b》 

YB=0 《 磁 通 连续 性 原理 ) (2. 51¢) 

VD=s=p 〈 沿 斯 定理 ) 《2. 51d) 


上 趟 既 适 用 于 时 变 雯 也 适用 于 静态 场 , 它 是 宏观 电 蓄 场 普 饥 适用 的 电磁 场 基本 方程 的 微分 
形式 。 通 常 将 上 式 称 为 微分 .瞬时 形式 非 限定 性 的 素 氏 方程 组 。 应 注意 ;上 述 表 达 式 中 , 严 
格 地 说 ,EE、B 等 物理 量 均 应 记 为 E(r, 1)、B(r, ?) 等 ,为 方便 起 见 均 已 简写 。 

应 指出 ;QD 式 (2.51a) 中 的 E 是 指 时 变 磁 场所 激发 的 感应 电场 , 面 式 中 的 EE 也 包含 由 自 
由 电荷 产生 的 库仑 电场 ,这 是 因为 对 库仑 电场 面 言 ,YX 玉 二 0; 加 对 于 静态 场 , 式 (2. 51b) 


中 的 二 0, 故此 式 变 为 安 说 环 路 定律 ;名 式 (2. 51c) 对 静态 场 和 时 变 场 均 成 立 , 尽 管 对 时 


变 场 而 言 ,位 移 电 流 为 磁场 增加 了 一 个 旋涡 源 ,但 并 不 影响 磁场 的 散 度 , 即 磁 通 的 连续 性 ; 
由 式 (2.51d) 中 的 电 通 量 密度 D 既 包含 库仑 电场 也 包含 感应 电场 ,这 是 因为 感应 电场 是 无 
散场 。 因 此 ,对 静电 场 和 和 静 磁 场 而 言 ,只 要 将 上 述 四 个 方程 分 别 简化 为 各 自 对 应 的 两 个 方 
程 , 即 得 它们 的 基本 方程 (组 ). 

方程 组 (2. 51) 中 的 四 个 方程 的 物理 意义 依次 为 :中 时 变 磁场 激发 时 变 电 场 ;加 传导 电流 
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和 和 时 变 电 场 均 激 发 时 变 磁 场 ; 避 罕 过 任 一 封闭 面 的 磁 通 量 慨 等 于 和 零 ; 钊 罕 过 任 一 封闭 面 的 电 
通 量 等 于 此 封闭 面 所 包围 的 自由 电荷 量 。 结 合 避 和 人 名 可 知 , 时 变 电 磁 场 可 互相 激发 ,电磁 场 
能 量 从 一 种 场 连 续 不 断 地 转换 成 另 一 种 场 , 使 电磁 场 像 波浪 一 样 电 场 源 通过 任意 媒质 疝 远 
处 传播 出 去 。 这 种 现象 为 赫兹 (H. R，Hertz) 于 1880 年 通过 实验 所 证 实 , 这 同样 也 证 明了 
麦克 斯 韦 的 预言 ,为 当今 茵 勃发 展 的 无 线 电 通 信 葛 定 了 理论 基础 。 

还 应 指出 , 麦 氏 方程 组 中 四 个 方程 并 非 都 是 独立 的 ,只 有 前 两 个 旋 度 方程 是 独立 方程 。 
同样 , 麦 氏 方程 组 中 两 个 场 源 J 和 p 也 只 有 一 个 是 独立 的 ,因为 J 和 pa 间 满 足 电 流连 续 性 
方程 。 

2) 本 枸 关系 

本 构 关 系 指 的 是 场 量 与 场 量 间 的 关系 , 它 决 定 于 电 蔽 场 存 在 媒质 的 特性 。 由 麦 氏 方程 
求解 媒质 中 的 电磁 场 , 还 需 媒 质 对 应 的 本 构 关 系 。 目 然 界 中 ,媒质 是 各 种 各 样 的 ,最 简单 的 
媒质 是 线性 .均匀 和 各 向 同性 的 媒质 ,这 种 媒质 称 为 简单 媒质 。 所 谓 线 性 媒质 ,是 指 媒 质 的 
参数 与 场 强 的 大 小 无 关 ; 均 色 媒 质 ,是 指 笠 质 参 数 与 位 置 无 关 ; 各 向 同性 媒质 ,是 指 媒质 参数 
与 场 强 的 方向 无 关 。 此 外 , 若 媒质 参数 与 频率 无 关 , 则 称 为 非 色散 媒质 ,反之 则 为 色散 媒质 。 
对 简单 媒质 而 言 ,其 本 析 关系 为 


式 中 ,s 称 为 介 电 常数 ,单位 为 F/m; 4 称 为 导 蔽 率 , 单 位 为 H/m; a 称 为 电导 率 , 单 位 
为 S/m ,它们 均 为 常数 。 特 别 地 ,对 真空 或 自由 空间 ,8 二 &@; 4 一 /6,5 一 0。5 一 0 的 媒质 称 
为 理想 媒质 (介质 ); o == co 的 媒质 (导体 } 称 为 理想 导体 ; o 介 于 0 各 之 间 的 媒质 称 为 导电 
媒质 , o 足够 大 的 导电 媒质 一 般 称 为 良 导体 ( 详 见 第 4 章 )。 

利用 式 (2. 52y 中 的 前 两 式 , 麦 氏 方 程 组 (2.51) 变 为 


VxE = (2, 53a) 
VXH=J+e (2. 53b) 
VY*H= (2,53c) 
YEE= 二 (2. 53d) 


上 式 称 为 微分 ,瞬时 形式 限定 性 的 麦 氏 方程 组 ;因为 这 个 方程 组 只 适用 于 特定 的 媒质 ， 
3) 积分 形式 的 麦 民 方程 组 
将 两 个 旋 度 方程 (2.51a) 和 (2.51b7 的 两 边 分 别 取 开 昌 面积 分 ,并 在 等 号 左 端 应 用 斯 托 
克 斯 定理 ,得 
PE.d1=- 时 ds (2. 54a) 


aD 
budi= | (I+). ds (2. 54b) 


类 和 似 地 ,将 两 个 散 度 方程 (2, 51c) 和 (C2, 51d) 的 两 边 分 别 取 体 积分 ,并 在 等 号 左 病 应 用 散 
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度 定理 ,有 
中 Bads=。 (2, 54e) 
妆 
中 D .ds= | pay (2. 54d) 
与 VY 


利用 积分 形式 的 才 氏 方程 组 (2. 547 可 导出 不 筷 媒 质 交 界面 处 上 电磁场 的 边界 条 件 。 

4》 边 因 条 件 

利用 麦 氏 方程 组 求解 不 同 媒质 构成 的 边 值 问题 时 ,需要 知道 两 种 不 同谋 质 分 界面 处 电 
磁场 应 满足 的 关系 , 即 边 界 条 件 。 微 分 形式 的 巍 氏 方程 组 描述 的 是 空间 各 点 处 电磁 场 的 分 
布 规律 , 它 变 求 场 量 处 处 可 微 。 由 于 在 媒质 分 界面 两 侧 媒 质 的 电 参 数 上, s 以 及 e 有 突变 使 
场 量 失去 可 给 性 ,因此 给 分 形式 的 麦 氏 方程 组 不 能 用 来 推导 按 界 条 件 。 但 场 量 在 媒质 分 界 
面 处 仍 保 持 可 积 人 性 , 故 可 利用 积分 形式 的 才 氏 方程 组 来 导出 边界 两 侧 电磁 场 间 的 关系 一 一 
边界 条 件 。 

考虑 如 图 2.4 所 示 的 两 种 媒质 分 界面 的 情况 。 跨 越 如 图 2. 4 人 ay 所 示 的 分 界面 的 两 侧 
作 小 ( 什 形 ) 闭 合 回路 ,闭合 回路 由 两 条 长 度 为 A! 紧 贴 边界 的 线段 和 两 条 较 短 的 长 度 为 Ah 
的 线段 构成 ,其 Ap 为 一 高 阶 微量 ,小 闭合 回路 所 包围 的 面积 AS 二 ALAh 也 为 高 阶 微量 。 将 
积分 形式 的 页 克 斯 韦 第 一 方程 (2. 54a) 应 用 于 此 闭合 回路 ,并 考虑 所 取 的 小 闭合 回路 围 线 长 
彰 很 小 , 故 沿 此 闭合 回路 围 线 上 各 点 的 电场 强度 吾 可 视 为 相同 ,又 因 Ah 是 高 阶 微 量 , 故 小 
闭合 回路 两 短 边 上 的 积分 可 扰 略 不 计 。 于 是 


(a) 分 界面 处 的 电场 强度 E ib) 分 界面 处 的 电 通 量 密 度 刁 
图 2.4 两 种 媒质 分 界面 处 的 过 界 条 件 


二 


二 澡 2.30) 
Ast 


bE.di=E = 一 天; 一 at 一 BA 一 | 
[ 


上 述 结果 是 因为 AS-*0 时 ， | 2 :dS 可 和 忽略 不 计 。 从 面 ,由 式 (2.55) 可 得 电场 强度 EE 的 切 


Ee 
向 分 量 应 满足 的 边界 条 件 : 
EF E,, 或 机 5 这 五， — EE,) 一 上 蝇 ‘2, 50) 
式 中 心 , 为 交界 面 了 从 媒质 2 指向 媒质 1 的 单位 法 同 矢 量 。 


类 似 地 ,将 积分 形式 的 麦克 斯 书 第 二 方程 (2. 54b) 应 用 于 类 似 图 2. 4(a) 的 小 闭合 关 
路 ,得 
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PH.di= Hal Haht=it| .ds 一 大 Al (2. 7) 
+ 生 号 


式 中 , 当 AS--0 时 ,| 对 .ds 可 和 忽略 不 计 。 但 当 边界 面 上 存在 面 电流 时 (当时 变声 的 频率 


较 高 时 ,理想 ( 民 ) 导 体 的 趋 跌 深度 趋 于 零 , 其 电流 仅 分 布 在 导体 表面 处 极 薄 的 表层 内 ) , 则 小 
闭合 回路 包围 的 电流 i == JsAl, 其 中 Js 是 与 小 财 合 回路 包围 的 面积 AS 相 重 直方 向 上 的 传 
导电 流 密度 ,其 方向 与 妨 方 向 满 足 右手 螺旋 关系 。 于 是 ,由 式 (2.577 可 得 磁场 强度 互 的 切 问 
分 量 应 满足 的 边界 条 件 : 


Hi,— Hs,= js 或 ua, XH — H) = fs (2. 58) 


为 导出 电位 移 矢 量 D 种 磁感应 强度 B 的 法 向 分 量 满 足 的 边界 条 件 , 在 如 图 2. 4(b) 所 示 
的 分 界面 上 作 一 留 柱状 的 扁平 封闭 面 , 此 封闭 面 的 顶 面积 底面 分 别 位 于 边界 的 两 人 出。 假设 
封闭 面 的 顶 面 和 底面 的 面积 均 为 A5, 封 闭 面 所 包围 的 自由 电荷 为 AQ 且 分 布 于 交界 面 上 。 
因 封 阅 面 的 顶 夯 和 底面 足够 小 , 故 穿 过 扁平 圆柱 截面 上 的 电 通 量 密度 可 视 为 常数 ,并 令 图 柱 
画 的 高 度 AR 赵 于 零 , 其 侧面 积 可 忽略 不 计 。 将 式 (2. 54d) 频 用 到 此 圆柱 画 上 ,有 


中 DD": dS 二 "AS CO— DD, = 站 ,上 二 一 《了 一 DD, AS 一 上 全 
名 


于 是 ,得 
D, Ds;, 一 Ds 或 [7 cD — DD,) 一 Ps C2. 359) 


式 中 ,ps 一 AQ/AS, 表示 分 界面 上 的 自由 面 电荷 密度 。 
同 理 , 将 式 (2. 54c) 应 用 到 此 贰 柱 面 上 ,同样 忽略 穿 过 圆柱 侧面 的 磁 通 量 以 及 圆柱 截 碟 
上 的 矿 通 量 密度 视 为 常数 ,有 


下，* ds 一 (9 * Ba,* BAS= (B,— BAdS=0 
5 


于 是 ,得 
Bi, 一 B,, 或 UU, * (Bi—B,)=0 (2, 60) 


由 式 (2, 56) 一 式 (2.60) 可 见 , 在 分 界面 处 , 吾 和 E; 的 切 疝 分 量 连续 (相等 ); 在 分 界面 
处 的 任意 点 有 H! 和 再 的 切 向 分 量 不 连续 ,其 差 值 等 于 该 点 处 的 面 电流 密度 ;在 分 界面 处 任意 
点 的 Di 种 D, 的 法 疝 分 量 不 连续 ,其 差 值 等 王 该 点 处 的 面 电荷 密度 ;在 分 界面 处 ,号 和 B, 的 
法 向 分 量 连 续 。 

在 应 用 边界 条 件 时 ,应 注意 以 下 情况 :中 理想 导体 内 时 变 电 磁 场 为 零 ( 因 理想 导体 内 
体 电 荷 密度 为 零 , 故 也 = EE==0。 在 时 变 场 情况 下 ,同样 有 占 二 BB 二 0, 次 则 在 理想 导体 中 
产生 感应 电动 势 , 从 而 形成 极 大 的 涡流 ) ,理想 导体 表面 上 ps 和 Js 可 以 存在 ;名 两 种 理想 
电介质 交界 面 外 J 为 零 , 而 当 两 种 理想 叫 介 质 的 交界 亩 没 有 放置 附加 电 蓓 时 ,其 ps 也 
为 零 。 

在 求解 电磁 场 边 值 问题 时 ,有 两 种 特殊 的 边界 应 用 较 多 。 下 面 引出 这 两 种 特殊 的 边界 。 
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(1) 两 种 理想 介质 的 边界 
在 两 种 理想 介质 的 交界 面 上 , 因 不 和 存在 面 电 流 和 面 电荷 ,从 而 可 得 到 以 下 边界 条 件 ， 


E,, 二 Eat [rE ‘ 相 ， — FE,} 二 中 
H', = HH; a xX {HI — Hi)=0 
”或 C2. 61) 
Dh, 二 Ds Re DD — DD,) 0 
Bl, -一 By, 各 村 CB, — B,) -一 0 


(2) 理想 介质 与 理想 导体 的 边界 
设 第 一 种 媒质 为 理想 介质 ,第 二 种 媒质 为 理想 导体 。 因 理想 导体 中 不 存在 电磁 场 , 即 
五 : 一 D, = B= H: = 10, 于 是 ,有 


FE, 一 0 位 FE, -一 0 
五 一 Js a, x H! = Js 
机 (2. 62) 
Di» = Rs 最 + Dn 一 Es 
Bi, 一 B;, dd* BB 一 属 


这 表明 ,在 理想 导体 表面 处 ,电场 的 基 向 分 量 为 零 , 磁 场 的 法 向 分 量 为 零 。 


2,2” 坡 印 至 定理 各 坡 印 亭 和 撩 量 


2.2,1 坡 印 亭 定理 


电磁 场 中 存在 咨 能量, 时 变 电 磁 场 中 的 能 量 字 忻 定 律 就 是 下 面 机 导出 的 坡 印 亭 定理 ,此 
定理 可 由 帮 克 斯 韦 两 个 旋 度 方程 导出 。 
将 方程 (2. 51a) 、(2.51b) 代 和 以 下 场 论 恒等式 ， 


VY {EXH)=~=H: (VxE—E.(YxH) 


可 得 
V. (ExXH=H: -他 )-E: (+ 站 ) 
或 
VEXH)=H:+E. +E:] Pe 


这 就 是 坡 印 享 (UH. Poynting) 于 1884 年 提出 的 坡 印 亭 定理 的 微分 形式 。 将 此 式 两 端 对 
封闭 面 S 所 包 霄 的 体积 六 作 体积 分 ,并 在 等 式 左 端 利用 散 度 定理 , 即 得 


-bExDds=| (H+E: EN) (2. 64) 
s Vy cit dt 
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这 是 坡 印 亭 定理 的 积分 形式 。 
对 简单 媒质 , 因 B 二 kxH,D 一 eE, 且 
=H + (2.65a) 
0 (2.65b) 


故 式 (2, 64) 可 等 为 


1 E 9 1 量 1 里 时 
-中 (Ex 四 .ds 一 | 艺 ( 翅 下 B+ 二 pjday+| 7 EdV 


_d 由 2 1 了 | 了 

三 号 | (ze + )aV + | oF’dy 

| (um + wedy +| pdV (2. 66) 
di vy Yr 


式 中 ,wn 二 (B， 有 HH)/2 二 pH*/2, 表示 瞬时 电场 能 量 密 度 ,单位 为 J/m ;rz 一 (了 ,五 )/2 一 
eP!: /2 表示 本 时 磁场 能 量 密度 ,单位 为 Jrm ; ps, 二 ,J 一 oF* ,表示 传导 电流 引起 的 热 损 
耗 瞬 时 功率 密度 ,单位 为 W/mi，。 

式 (2, 66? 表 明 ,体积 VY 中 电磁 场 能 量 随时 间 的 增加 率 与 热 损 耗 功 率 ( 即 单位 时 间 内 以 
热能 形式 损耗 在 体积 VY 中 的 能 量 } 之 和 等 于 单位 时 间 内 穿 过 封闭 面积 S 进入 体积 V 的 能 
量 .。 对 静态 场 , 式 (2. 66) 变 为 


下 (ExXH):dS =| BE3dWr (2.67) 
与 Tt 


它 表明 , 穿 过 封闭 面 S 流 人 体积 V 的 功 认 等 于 体积 VV 内 的 功率 损耗 。 
2.2.2 坡 印 享 秋 量 


由 式 (2. 66) 的 等 式 左 端 可 知 , 矢 量 积 忆 XH 具有 功率 密度 量 岗 ,因此 ,定义 
SG) 二 EQ)xXHG) 或 S~ExXH C2. 68) 


它 表 示 单 位 面积 的 瞬时 功率 流 , 单 位 为 W/m* 。S 的 方向 是 功率 流 的 方向 ,$ 与 和 HH 满足 
右手 螺旋 关系 , 即 当 右手 巡 指 从 玉 转 向 五 时 ,大 拇指 所 指 的 方向 即 为 $ 的 方向 ,S$ 称 为 坡 印 
亭 矢量 (或 功率 (功率 流 ) 和 密度 天 量 或 能 流 密 度 天 量 )。 
当 电 场 强度 如 和 磁场 强度 H 都 是 时 间 的 周期 函数 时 ,定义 时 间 平 均 的 能 流 密度 矢量 为 
3 于 | sd 一 |,(E x Hdt “2bo 
式 中 ,了 工 为 周期 。 
利用 坡 印 亭 矢 量 容易 解释 许多 电磁 现象 。 例 如 通过 对 载 流 平行 双 导 体 传 输 线 之 间 的 电 
贷 场 的 分 析 ,可 解释 平行 双 民 线 的 传输 功率 是 通过 两 导线 间 的 电磁 场 传 送 的 , 面 持 行 双 导 线 
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本 身 只 起 到 导 引 电磁 场 的 作用 。 对 有 耗 传输 线 , 平 行 双 导 线 在 导 引 电磁 场 的 过 程 中 会 带 来 
一 定 的 功率 损耗 。 

例 2.1 已 知 一 根 长 为 1, 半径 为 5, 电 导 率 为 o 的 实心 导体 洛 其 轴 向 (z 向 ) 载 有 均匀 分 
布 的 直流 电流 [。 求 导体 表面 处 的 坡 印 亭 矢 量 , 并 验证 坡 印 亭 定理 。 

解 :中 因 实心 导体 的 截面 为 m5, 故 导体 表面 的 电场 强度 和 磁场 强度 H 在 圆柱 坐标 
系 中 的 表达 式 分 别 为 


它 的 方向 万 直 于 导体 表面 , 语 径 向 指向 导体 内 部 。 
(2 为 验证 坡 印 至 定理 ,将 5S 沿 长 度 为 的 圆柱 表面 作 面 积分 ,得 


i 加 A Dm 
bs dS — |.s 到 人 yds 一 Ss = (sz) FR 《2.70) 


式 中 ,Ss 表示 圆柱 的 侧面 , R = lon ， 
又 因 实 心 导体 内 的 热 损耗 功率 为 


二 四 2 
| aay = | sE:av 至 | ,Sdv A 


on p’ snmp 


(2.71) 


可 见 , 流 入 实心 导体 表面 的 电磁 功率 正好 等 于 导体 内 部 的 热 损耗 功率 。 显 然 ,适用 于 静态 场 
的 起 印 学 定理 (2. 69) 成 立 。 


2.3 ”被动 方程 与 电磁 位 函数 


2.3.1 波动 方程 


为 简单 起 见 , 设 电磁 波 处 于 稳定 的 理想 媒质 ( 即 媒 质 的 nr, e 与 1 无 美 , 且 a = 0) 中 。 这 
样 , 下 利用 限定 性 的 麦 氏 方程 组 (2. 53) 导 出 鹏 时 场 失 量 户 和 上 右 满 是 的 矢量 波动 方程 。 
对 式 (2.53a) 的 两 端 取 旋 度 ,并 利用 矢量 恒等式 YXVYXE 二 VV，E) 一 VE, 得 


VV EL VE (VXH) 


再 将 式 (2. 53b} 和 和 式 (2.53d) 代 入 上 式 , 有 


a | 
一 人 十 袍 


VE— 72 
ey +: ee 
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类 位 地 ,对 式 (2.53b) 的 两 端 取 旋 度 ,并 利用 拓 量 恒等式 ,得 
VY. H)—VH-VXITeT VXE) 
再 将 式 (2.,53a) 和 式 (2.53c) 代 人 ,有 


对 


ViH— pe TF VX (2.73) 


式 (2. 723 和 式 (2.73) 即 为 朋 时 场 矢量 互 各 百 满足 的 有 源 和 天 量 波 动 方程 ,或 称 为 非 齐 次 天 量 
波动 方程 。 

特别 地 ,车 电 袜 波 存 在 于 没有 场 源 的 区 域内 :有 即 在 研究 的 区 域内 了 了 == 0, p= 二 0)， 则 式 
(2.72) 和 式 (2.73) 变 为 
a 


Fr 0 (2, #4) 


VE— ne 


2 
YH— ne = 和 Cae 75 


这 是 志和 五 满足 的 无 源 矢量 波动 方程 ,或 称 为 齐 次 矢量 波动 方程 。 

以 后 将 会 看 到 ,上 述 齐 次 矢量 波动 方程 的 解 表 示 一 种 电梯 波动 ,电磁 波 的 传播 速度 就 是 
媒质 的 光速 v( 二 1/ wue ) 。 半 电磁波 在 真空 或 自由 空间 中 传播 , 则 v= 二 cc 有 3X 10 m/s， 
其 中 < 为 真空 中 的 光速 。 


2.3,2 电磁 位 函数 及 其 方程 


从 式 (2.72) 和 式 (2.73) 可 见 , 场 矢量 吾 和 百 与 场 源 间 的 关系 相当 复杂 ,因此 通常 不 站 
接 求解 这 两 个 方程 ,而 是 引 人 位 英 数 间接 地 求解 和 吾 。3 引 入 位 函数 的 目的 ,是 使 有 源 矢 
量 波动 方程 的 求解 变 为 较 简 单 的 位 函数 方程 的 求解 。 在 所 有 的 电磁 位 函数 中 天 量 磁 位 和 标 
量 电 位 最 为 常用 ,下 面 仅 介 绍 这 丙种 位 区 数 以 及 它们 所 满足 的 方程 。 

由 式 (2,51e6) 可 知 , YB 一 0。 由 于 YY， (VxA) = 二 0, 因此 可 令 


B=VXA (2. 76a) 
式 中 ,4 称 为 矢量 磁 位 ,对 简单 媒质 有 


H= VXA) (2. 78b) 


将 式 (2.76a) 代 入 麦 氏 第 一 旋 度 方程 ,得 


| 向 
YE =—— FV XA) Se 


或 Vx (BE+ 入 )= 0 (2.77) 
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由 于 有 xy 一 0, 因此 可 定义 一 标量 位 责 数 %, 使 


BE 十 地 -vs 或 = 一 V$ 一 人 (2, 78) 
式 中 ,名称 为 标量 电位 ,或 称 为 电 标 位 ,而 ¥Y# 前 面 的 负 号 是 考 虚 到 静电 场 情况 下 EE 二 一 V$ 引 
将 式 (2. 76b) 和 式 (2.78) 代 入 帮 氏 第 -- 族 度 方程 ,可 得 


ey We eh 六 (一 V# 一 和 ) 
再 刊 用 舌 量 恒等式 , 则 得 
YA4 一 pe 全 一 AJ+V(9 4 二 pe 31 (2. 79) 


根据 亦 好 付 兹 定理 ,要 惟一 地 确定 一 矢量 场 ,必须 定义 共 散 度 和 族 度 。 前 面 已 定义 了 A 的 
旋 度 ,因此 还 必须 规定 A 的 散 度 , 这 样 & 才 是 确定 的 . 4 的 散 度 可 任意 选取 ,此 附加 条 件 叉 
称 为 规范 条 件 , 不 同 的 场合 古 选 用 不 同 的 规范 条 件 ， 由 式 (2. 79) 可 见 , 若 令 


2 


Va C2. 80) 
则 式 (2.79) 右 请 的 第 二 项 消失 ,从 而 得 到 
ViA— ps “A = (2. 81) 


这 就 是 失 量 倍 位 4 满足 的 非 齐 次 矢量 波动 方程 。 而 式 (2. 80) 称 为 矢量 磁 位 的 洛 仑 兹 
(Lorentz) 规 范 ,或 称 党 仑 兹 条 件 。 
对 于 标量 电位 珊 数 外 ,将 式 (2.78) 代 和 人事 氏 方 程 (2. 53d) ,得 


V2g 十 VA) = 一 名 (2. 82) 
再 将 洛 仑 兹 条 件 (2. 80) 代 入 上 起 ,部 得 


RE 
Vy 人 (2. 83) 


式 (2,81) 和 式 (2. 82) 称 为 A 和 的 非 齐 次 矢量 波动 方程 。 可见 ,这 了 商 个 方程 比 EE 和 二 
满足 的 方程 (2, 73) 和 (2. 74) 都 要 简单 得 多 ,从 而 便于 求解 。 方 程 (2. 81) 和 (2, 83) 的 求解 , 详 
见 第 8 章 中 6.1 节 的 内 容 。 

在 电磁 场 理 论 中 ,多 数 场 台 采 用 洛 仑 兹 规范 ,但 少数 场合 也 采用 库仑 规范 ,此 时 规定 


V+A=0 2. B44) 
此 式 也 称 为 库仑 条 件 。 这 样 ,将 上 式 代 入 式 (2,79) 和 式 (2. 82) ,可 得 
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2 点 a$g 


Vi$ 一 二 


后 


VA— ne 


"41 * 


(2. 85) 


(2,. 86) 


可 见 , 在 库仑 规范 中 , 克 和 满足 的 两 个 方程 并 不 是 分 离 的 ,它们 构成 相互 关联 的 方程 组 。 
但 对 于 无 源 区 域 , 采 用 库仑 规范 可 使 问题 的 求解 得 到 简化 。 因 此 时 Y= 0, 故 可 令 名 二 0 


为 该 方程 的 特 解 ,于 是 电场 强度 可 表示 为 


吕 闪 


五 一 一 本 


从 而 使 求解 变 得 简单 。 


2.4 ”对 侦 形 式 的 电磁 场 方 程 


(2.87) 


如 前 所 述 , 只 有 电荷 和 电流 能 够 产生 电磁 上 场 ,电磁 场 和 电磁 波 的 场 源 只 有 电荷 和 电流 。 
因为 白 然 界 中 并 不 存在 任何 磁 蓓 ,因而 也 并 不 存在 磁 流 。 但 在 电磁 场 理 论 中 ,为 方便 求解 某 
些 问题 ,人 们 通常 人 为 地 引 人 等 效 磁 柴 和 们 流 。 者 只 考虑 由 电 型 源 ( 电 茶 和 电流 ) 产 生 的 电 


人 向 场 , 则 麦 氏 方程 组 为 


9B. 
9 
Vx H, = J+ 3 
V+B.=0 
YD.=—=p 


式 中 ,五 .， D.， H., B. 家 由 Pp 各 J 产生 。 
类 似 地 , 若 只 考虑 出 磁 型 源 ( 即 磁 荷 和 磁 流 产生 的 电磁 场 , 则 麦 氏 方程 组 为 
d Bu 
Vx Em = J 


3 Du 


Vx Hu = FT 


Y= Bu 一 OA 
VY 时 Du 一 局 
式 中 ,Em， Bu Dur, Hy 仅 由 EM 和 jn 产生 。 
当 源 既 有 电 型 源 又 有 磁 型 沽 时, 则 有 以 下 对 偶 形 式 的 麦 氏 方程 组 ， 


aB 
V XE =— 3 — J 
an 
Vo 
VB =o 


有 一 有 四 


(2, 88) 


(2. 89) 


《2. 90) 
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式 中 ,五 , 至 ， 下, 吾 为 既 有 电 型 源 又 有 磁 型 源 产 生 的 总 的 场 基 。 

比较 电 型 源 和 磁 型 源 对 应 的 素 氏 方程 组 可 见 , 车 将 电 型 源 的 量 { 电 源 量 ) 与 磁 型 源 的 量 
{ 磁 源 量 ) 互 挽 ,即将 方程 组 (2. 89) 中 的 Hy Ew; J A 及 e 分 别 用 FE, 一 HH.， JJ, 及 44 屁 
等 , 则 得 方程 组 (2. 88) ,反之 亦 然 。 这 说 明 电 与 磁 之 间 存 在 对 偶 性 , 即 电 型 源 产 生 的 场 与 磁 
型 源 产生 的 场 在 形式 上 对 偶 , 这 就 是 电磁 对 偶 性 原理 。 利 用 电 爸 对 偶 性 原理 ,可 由 矢量 磁 位 
万 和 标量 电位 满足 的 关系 式 及 波动 方程 直接 引出 磁 型 源 对 应 的 量 一 一 矢 硬 电位 和 uw 及 标 


量 磁 位 加 满足 的 关系 式 和 方程 : 
Du =— YX A 
Hu a (2. 91) 
Fe 
Vg 和 一 一 (2. 92) 
W，N 十 AE = 


2.5 时 谐 ( 正 旨 ) 电 磁场 的 复数 表示 


困 谐 电磁 场 是 时 变 电 伐 场 的 一 种 重要 类 型 ,在 这 种 场 中 ,瞬时 场 矢 量 如 百 , 贞 的 每 一 
个 坐标 量 都 以 单一 频率 随时 间作 正 强 变化 。 我 们 知道 ,人 们 在 电路 理论 中 采用 相 量 ( 即 
复数 ) 来 表示 随时 间作 正弦 变化 的 电压 和 电流 ,给 正弦 交流 电路 分 析 带 来 很 大 的 方便 。 
与 正 芝 交 流 电路 的 相 量 表示 类 似 , 采 用 复数 表示 时 谐 电磁 场 也 同样 会 给 时 和 谐 场 的 分 析 带 
来 方便 。 

为 简便 起 见 , 设 直角 爸 标 系 中 时 谐 电磁 场 的 电场 强度 瞬时 矢量 为 


El) = AEF) TH aE,tt) + aE.l) 
= gE cos (wt Pp) 十 已 cos (wt + 9,) + aE,cos Cl 十 人 和) {2.93) 


趟 中 ,EF., 玉 ,, 玉 , 分 别 为 瞬时 场 矢量 站 在 rz，y，z 方 向 的 分 量 , 它 们 可 写 为 
E(1) = Re[ Eer.e™ ]~— RefE,e™], i rt, y, (2. 94) 


而 ReL ，] 青 示 取 括 弧 内 ( 复 变 ) 函数 的 实 部 ; 天 = 已 er ,1 一 zx,，y, zz, 分 别称 为 复 振幅 。 这 
样 ,时 谐 电磁 场 的 复数 表示 式 是 一 个 仅 为 空间 坐标 的 复 变 函数 ,与 时 间 : 无关， 
于 是 , 式 (2.93) 写 为 


PE) = Re{[a, E, +a, E, +a,E,je™)— Refke™] (2. 95) 


式 中 ,已 一 a; 忆 , 十 gy 上 ,十 4a. 证., 称 为 电场 强度 复 矢量 。 由 式 (2. 94) 可 见 , 卷 巴 知 场 量 的 复 
数 表达 式 { 如 EE,) ,将 其 乘 久 时 间 因子 er ,然后 取 实 部 即 得 瞬时 场 呈 表 达 式 (如 FE,(1))。 反 
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之 ,由 握 时 场 量 表达 式 也 容易 写 出 其 复数 表达 式 。 此 外 ,由 式 (2.95) 还 可 看 出 ,电场 强度 瞬 
时 矢量 对 时 间 的 一 阶 和 二 阶 人 篇 导数 分 别 为 


到 2 站 
区 一 Ref jw Be” ]， 了 — Re[( 一 we) Be” ] 


这 表明 ,EE 对 时 间 的 微分 (或 积分 } 运 算 可 化 为 对 复 矢量 E 的 代数 运算 ,这 正 是 采用 复数 表示 
场 矢量 的 便利 之 处 。 


2.5.1 复数 形式 的 麦 氏 方程 组 


利用 复数 表示 法 分 析 时 谐 电 磁场 时 ,需要 复数 形式 的 玫 克 斯 韦 方程 组 。 将 式 (2, 95) 的 
E(1) 的 复数 表示 式 与 DCG), 村 (tf) ,Btr) 以 及 源 量 Ji ，p(9 的 复数 表示 式 代 人 微分 .用 时 
形式 非 限定 性 的 麦克 斯 书 方 程 组 ‘2, 51) 即 可 得 到 复数 形式 的 麦 氏 方程 组 。 如 代入 式 
(2, 51a) ,得 

V x Rel Ee™ |]—— ReLjw Be ] 


式 中 ,VY 是 对 空间 坐标 的 微分 算 子 , 它 同 取 实 部 符号 "Re” 可 调换 次 序 , 从 而 得 


VXE=— joB 《2. 96a) 
类 伏地 ,可 得 其 他 三 个 方程 , 即 

VxXH=J+juD (2. 96b) 

V.B=—0 (2. 96c) 

VvV.:D—p (2. 969) 


这 就 是 复数 形式 的 麦克 斯 书 方 程 组 ,其 中 户 , 户 , 入 , 百 和 了 均 为 复 矢 量 , 而 是 复数 ， 
根据 电流 连续 性 方程 (2. 10) ,容易 导出 其 复数 形式 为 


V. =—jwp (2.97) 
由 于 简单 媒质 中 ,上 电磁场 复 天 量 间 满足 的 本 构 关 系 为 

万 一 s 瑟 (2. 98a) 
让 一 5 五 (2. 98b) 

因此 ,由 式 (2. 96) 容 易 写 出 微分 复数 形式 限定 性 的 麦克 斯 韦 方 程 组 为 
VxE=— juH (2. 99a) 
VxH= .+jwek (2. 99b) 
V:H=0 (2. 99e) 


Vv:E=t (2. 99d) 
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得 指出 ,为 书写 方便 ,以 后 将 复 天 量 及 复数 符号 上 的 小 圆 点 ”。 " 均 略 去 ,可 根据 表达 式 
中 有 无 j 或 来 判断 关系 式 是 否 是 复数 形式 ， 


2.5.2 复数 形式 的 边界 条 件 


在 两 种 媒质 的 交界 面 上 ,用 复数 形式 表示 的 边界 条 件 为 


站 XE—E)=0 C2, 1002) 
a, x (Hh 一 下) = Js (2, 100b) 
a (BI—B)2-0 (2. 100c) 
a » (Di — D,) — ps (2, 100d) 


2.5.3 天 和 吾 的 矢量 玄 姆 填 兹 方程 


根据 式 52.98) 中 的 两 个 旋 虚 方程 ,可 导出 五 和 互 的 非 齐 次 矢量 玄 姆 愉 吾 方程 为 

VXVYXE— EES=— jul 
Vx Vx HkRH—=VYxJ 

式 中 ,上 = wvype 二 au 称 为 电磁 波 的 波 数 。 在 直角 举 标 系 下 , 姑 二 如 十 大 十 古 ， 出头 ，,， 

上 分 别 为 沿 了 ， 3，z 方 向 的 分 波 数 。 利 用 矢量 桓 等 式 , 上 面 两 个 方程 可 进一步 写 为 
VERkES= jer + EE (2. 101a) 
VHRRH=—VYxJ (2, 101b) 

类 和 伺 下 ,还 可 号 出 复数 形式 的 矢 晤 磁 位 .标量 上 电位 等 场 量 满足 的 变 姆 霍 兹 方程 。 


2.5.4 复 坡 印 谤 矢量 和 复 坡 印 享 定理 


对 时 谐 电 磁场 ;有 髓 时 场 拓 量 玉 和 博 都 随时 间作 周期 性 变化 ,此 时 一 个 周期 内 的 平均 功 
率 流 密度 $,. 较 为 党 用。 下面 借助 式 42.71) 导 出 有 .与 复数 形式 的 坡 印 亭 撩 量 ( 简 称 复 坡 印 
训 矢 量 )S 癌 的 关系 。 

由 于 Bi 一 Ref Ee*] 二 3 {Ee” + Ee”], HG) = Re[He*] = FL He” 了 
五 ez。 于 是 ,将 它们 代 人 式 (2.71) ,得 


| 
Ss = #| [Ex Hld: 
1 rr | 7 
_- 去 [| (Ex Hodit| CE: xi yeas+| (ExXH’* +E’ x Dade | 
总 
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1 外 1 1 再 上 此 
一 T(EXH' +E xH) =—5|2LEXH y+ (ExXH'):] 


Re| 3E xH: |= Ref S] 《2. 102) 


式 中 , 5 二 及 XH* /2, 为 复 坡 印 享 和 撩 量 ,代表 复 功 率 流 密度 ,而 式 中 的 "1/2” 是 因为 和 五 
对 应 于 场 矢 量 的 幅 值 而 不 是 有 效 值 。 由 式 (2. 102) 订 见 ,$ 与 $5, 有 联系 ,而 与 5 没有 直接 关 
系 。 换 言 之 ,不 能 由 8 的 表达 式 取 实 部 得 到 8 人 (六 的 表达 式 ,之 所 以 定义 复 坡 印 亭 矢 量 $, 在 
于 能 方便 地 求 得 &.。 

正 像 不 能 用 复 功 率 流 密度 矢量 S$ 来 计算 肯 时 功率 流 密度 矢量 $C) 一 样 ,复数 场 量 也 不 
能 直接 用 来 计算 瞬时 的 电磁 场 能 量 密度 ,只 能 通过 引入 复数 形式 的 电磁 场 能 量 密度 来 求 得 
平均 电磁 场 能 量 密度 ( 即 电磁 场 能 量 密度 的 时 间 平 均值 )。 

平均 电场 能 量 密度 可 表示 为 


了 
(To. ) a. 一 未 | www. Ct)d i 


式 中 , w(t) 一 D0) " Fl(i) = 到 | 于 [per Dew ]，[Ee” 十 下 "ee 和 ,于 是 上 式 可 
变 为 


对 简 
人 二 5 Relw.] -一 Re| 55 重 有 1 1 


4 《2. 103) 
而 w。 二 EE，D' /2，, 称 为 复 电 场 能 量 密度 ， 
同 理 , 平 多 磁场 能 量 密度 为 


质 
SRe[ ws] 二 Re| 2H .BB* -一 Tn (2. 104) 


式 中 , run 一 日 B' /2, 为 复 磁 场 能 量 密 嵌 。 
为 导出 简单 媒质 的 坡 印 享 定理 ,对 复 坡 印 亭 矢 量 取 散 度 ,得 


1 "ly:,， _iFp, 
v' (aExH )= FH * (VXE)— FE. (YX 再 ) 


将 式 (2, 98a) 和 式 (2, 98b) 代 入 上 式 ,得 
vy. (35 xH:’ )= j2w( 4H: A TE )+ $E .J 
对 上 式 两 端 进行 体积 分 ,并 对 左 端 应 用 散 度 定理 ,可 得 
-中 (去 x H' ). ds = j2w| [gas)。 二 于 | cE?dV (2. 105) 


这 就 是 复数 形式 的 坡 印 亭 定 理 ,简称 为 复 坡 印 亭 定理 。 若 右 端的 第 二 项 是 实数 , 则 上 式 表 
明 , 从 封闭 而 S$ 输入 的 有 功 功 率 等 于 笨 积 内 的 平均 热 损 耗 功 率 ; 从 封闭 而 S 输 入 的 无 功 功 
率 等 于 体积 内 电磁 场 储 能 的 最 大 时 间 变 化 率 ， 
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“46 。 电磁 场 理 论 与 微波 技术 基础 
例 2.2 已 知 真空 中 一 电磁 波 的 电场 强度 ,一 Eocos (wt 一 及 ), 山 求 此 电磁 波 的 磁场 
强度 的 复数 及 瞬时 表达 式 ;@@ 求 任 一 > 处 的 瞬时 能 流 密度 矢量 ,. 复 坡 印 享 矢量 及 平均 能 流 密 


度 矢 量 。 
解 :中 由 瞬时 形式 的 麦克 斯 韦 第 一 旋 度 方程 ,有 


dH 
VXE =— i By 


将 此 方程 在 直角 坐标 系 下 展开 ,得 


fd 和 从 

3 9 3 3H 

站 区。 和 YY 0 

FEF. 0 0 

人 二 =— 学 一 一 jh aH, 十 a,H, 二 aH.,) 
对 上 式 积分 并 注意 到 积分 常数 不 是 1 的 妙 数 ,得 磁场 强度 的 瞬时 表达 式 为 


0 Cot =— kz) 


H(t) = ga,H, = a, 0 (wt Oo Ee) C= 
i l20x 


式 中 ， ayo 二 Vpnieo 一 120r 人 0; 其 复数 表达 式 为 


包 尾 一 = 处 的 瞬时 能 流 密度 天 重 为 


2 
S{1:) — ExXHQSa, 2 — Kz} 
et 


复 坡 印 蛙 矢量 为 


1 1 e Es 
-RxH'= 一 -A fen me | a 
入 py x HH 2 [aE, 它 . Ye dao Ho Fa | 加- pe 


以 太平 均 能 流 密度 矢量 为 
Dr | 
与 一 于 | ,sd Re[ $1] = 入 一 上 - 2407 


习 题 


2-1 已 知 媒质 中 的 体 电流 密度 J 一 2e gq, 十 3sin (6y)q, 十 2 4 A 太 /m’， 求 体 电 和 荷 密度 0 随 


时 间 的 变化 速率 52。 
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2=8 


2-9 


2-13 


2-14 
2-159 
2-16 


第 2 章 电磁 场 的 基本 方程 和 电磁 场 运动 的 基本 规律 * 47 。 


圆柱 从 标 系 中 ,一 半径 为 3 mm 的 图 形 导 线 中 的 体 电 流 密度 二 5t] 一 EW ) a Am。 
求 蛙 线 中 的 总 电流 。 
国 球 坐 标 系 中 , 体 电流 密度 J 了 = 10singan A/m，, 求 穿 过 半径 尺 二 0.2m 处 的 球 表面 上 
的 总 电流 。 
面 电 荷 密度 ps 二 1 nC/m’ 的 电荷 均匀 分 布 于 平面 一 + 十 3y 一 6z 二 6m 上 。 求 包含 坐 
标 原点 一 侦 空 间 中 的 电场 强度 。 
一 点 电荷 二 50 nC, 位 于 直角 举 标 系 的 原点 , 求 点 (2，4, 一 5) 处 的 电 通 量 密度 。 
两 种 无 耗 电介质 的 相对 人 旬 电 常数 分 别 为 5 二 2.5 和 6&2z 二 5, 其 分 界面 为 z= 二 0 的 平 
面 。 若 已 知 介 质 1 中 的 电场 强度 也 二 3a, 十 49, 十 6a.。 
求 ;中 介质 2 一 便 的 电场 强度 EF 和 电位 务 和 失 量 卫 :; 

加 E, 和 DD, 是 介质 2 中 任意 点 处 的 场 重 表达 式 吗 ? 为 什么 ? 
证 明 通 过 任意 封闭 曲面 的 传导 电流 和 位 务 电 流 之 和 等 于 零 。 
一 长 度 1 一 1m, 内 外 导体 半径 分 别 为 a 一 1mm,; 二 3.5mm 的 同 轴 电 容器 中 填充 相 
对 介 电 常数 5, 一 7 的 介质 ,内 针 导 体 间 的 外 加 电压 中 一 200sin (3771) WV。 求 住 物 电 流 
is:s 并 同情 导电 流 i, 进行 比较 。 
一 平板 电容 器 的 极 板 面积 S 一 15 cm:， 电 容器 内 填充 媒质 的 介 电 参数 为 6 一 2,56 &， 
有 一 md 一 3.5X105 Sm 两 极 板 间 施加 直流 电压 Us 二 50 WV。 求 此 电容 器 内 的 电 
场 强 度 , 体 电流 密度 ,电流 ,功率 流 密 度 以 及 损耗 功率 。 
证 明 : 时 变 场 中 , 当 两 种 媒质 分 界面 上 无 初始 自由 面 电 荷 和 面 电 流 密 度 存 在 时 ,分 界 
面 上 只 有 两 个 切 向 场 分 重 的 边界 条 件 是 独立 的 ( 即 两 个 法 向 场 分 量 的 边界 条 件 包 合 
在 切 向 分 量 的 边界 条 件 之 中 )。 


试 由 微分 形式 的 麦克 斯 书 方 程 组 ,导出 电荷 守恒 定律 , 罗 。 J+ ew 

试 禄 据 平 板 电 容器 充 放 电 时 电容 器 中 坡 印 这 六 量 的 方向 ,判断 电磁 场 能 量 的 方向 ,并 
解释 其 物理 意义 。 

已 知 一 区 域 中 某 瞬 间 的 体 电流 密度 二 Cea, 4 yy 0), 


GD 求 志 p(1, 1， 1) 处 体 电荷 密度 的 时 间 变 化 率 58， 


@@ 求 此 时 以 原点 为 球 心 ,以 a 为 半径 的 球 内 总 电荷 的 时 间 变 化 率 了 ; 


昌 在 加 的 球面 上 验证 电流 连续 性 方程 。 

根据 对 偶 性 原理 , 写 出 空气 和 理想 磁 介 质 间 分 界面 上 的 边界 条 件 。 

共 复 帮 量 各 一 让 Eee" 一 站 Ee", 证明: YXAA 二 旋 义 六 ,VY: 及 二 孔 :， 妥 。 
自由 空间 中 ,一 正弦 电磁 波 的 电场 强度 的 复 笑 量 为 


EQ= {— ja,— 2a， 十 Id Je jit tm/ 


回 磁场 强度 的 瞬时 和 失重 EH; 


多 窗 考 在 开 网 WwWw.freekaoyan.com 
。 dB 。 


2-18 
a ls, 


B= 


电 爸 场 捏 论 与 币 被 技术 菇 础 


(平均 能 流 窗 度 关 量 So; 
地 平均 电磁 场 能 量 密度 iv。 
位 于 = 一 D 和 > 一 五 处 的 两 导体 平行 扳 之 间 盾 充 室 气 ， 其 间 存 在 一 时 谐 电 磁场 ,电场 


强度 的 瞻 时 和 失 量 E 二 4a,Ensin eos fo — kr) Vi/mo 


求 : 贞 磁场 强度 前 瞳 时 关 量 HH; 
四 平均 能 流 密 度 5S, 
国 两 导体 表面 上 面 电流 密度 的 瞬时 放量 fs。 
在 库仑 规范 下 ,导出 冬 量 磁 位 (1) 和 标量 电位 8(1) 所 满足 的 波动 方程 。 
分 别 从 租 分 .复数 形式 限定 性 的 袁 克 斯 书 方 程 组 出 发 ,导出 电场 强度 .磁场 强度 的 复 
矢量 所 ,所 所 满足 的 变 钥 霜 兹 方程 。 
已 知 一 电磁 波 的 电场 强度 瞬时 表达 式 为 


E=0.0lcos (Ont— ke)a, 一 0,03cos (10°xt 一 她 十 二 ja Vi/m 


求 :中 电场 强度 的 复数 表达 式 ， 

四 磁场 强度 的 复数 及 易 时 表达 式 。 
设 理想 导体 构成 的 空心 甜 形 波导 (0 之 工 之 a0y 芝 一 吕 之 之 00) 中 传播 的 
导 行 波 的 眠 时 电磁 场 分 量 分 别 为 


Fb sinT cos (wi — Bz}, H, = FE, sin cos (wf — Hz) 
H, = Heos sin (wt — Bz), E, = E. 一 ,一 0 其 中 为 常数 。 


中 号 出 电磁 场 分 量 的 复数 表达 式 ; 
地 求 波 导 中 的 位 移 电 流 分 布 ; 
全 来 波导 内 壁 表面 上 的 面 昌 荷 . 面 电流 的 表达 式 。 
已 知 理 想 电 分 质 中 一 时 蛮 电 磁场 的 电场 强度 和 酸 场 副 度 的 皮 时 奖章 分 别 为 
再 一 人 100T7cos tw 一 1.537 WAm H ~ a,l0Onxcos tot— 1.y) A/m 
求 :此 时 变 电 磁 场 的 肖 频 率 ms; 
加 理想 电介质 的 相对 人 旬 电 常数 。 
证 明 有 源 区 域 中 电场 强度 和 磁场 强度 且 时 科 章 满足 的 非 齐 次 秋 量 波动 方程 ， 


_ 
= Te HE 7 Xs 


a 
了 时 可 


在 球 举 宗 系 中 ,已 知 电磁 场 的 餐 时 和 拓 量 分 别 为 


VE— ne 


下 一 a 全 sin peos (wt — AR) YAmny H=a; sin dcos Cwr—kR)Y A/m 


式 中 , 尼 为 常数 ， 各 二 vo kin, 求 通过 以 坐标 原点 为 球 心 ,中 为 半径 的 
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第 2 章 电磁 场 和 的 基本 方 程 和 电 碎 场 运 动 的 基本 规律 » 49 ， 


球面 的 平均 功率 ， 
2-25 一 蕉 为 i 内 外 蛙 体 半径 分 别 为 a 和 卢 的 同 轴 线 的 始 端 接 一 直流 电压 UU, ,终端 接 一 负 
载 电 阻 民 。 已 知 电 流 工 在 内 外 导体 堆 面 上 均 久 分布, 且 沿 十 z 方向 流动 。 
中 试 求 该 段 同 轴线 中 的 坡 印 部 和 失重 ; 
加 证 明 坡 印 亭 定理 ,并 说 明 所 得 结果 的 物理 总 头 。 
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ee 


我 们 通过 第 2 章 的 学 习 知 道 , 时 变 场 中 电场 和 磁场 是 不 可 分 割 的 ,时 变 电 场 和 时 变 磁 场 
相 志 激 发 。 然 而 ,对 不 随时 间 变 化 的 电磁 场 ( 即 静态 场 ) 而 言 ,电场 和 磁场 彼此 独立 ,两 者 间 
没有 任何 联系 。 在 电量 不 随时 间 变 化 且 相 对 于 观察 者 静 目 的 电荷 周 围 将 建立 静电 场 ;在 相 
对 于 观察 者 前 止 的 永久 磁铁 或 载 恒 定 电流 的 导线 回路 周围 将 建立 静 磁 场 。 尽 管 这 两 神 场 均 
腐 于 静态 场 , 但 它们 由 不 同 的 场 源 产 生 , 场 的 性 质 不 同 , 因 此 有 必要 对 它们 分 别 进 行 讨论 。 

本 章 先 介绍 静电 场 的 基本 方程 .电位 和 电位 方程 . 边 值 问题 的 解法 以 及 电场 能 量 和 静电 
力 ; 然 后 讨论 便 定 电场 ;最 后 叙述 静 磁 场 的 基本 方程 .矢量 磁 位 及 其 方程 .电感 以 及 磁场 能 量 
和 磁场 力 。 


3.1 静电 场 


3.1.1 静电 场 的 基本 方程 


根据 第 2 章 中 的 涛 克 斯 韦 方程 组 (2, 51a) ,(2. 51d) 以 及 (2. 54a),(2. 54d), 令 二 = 0， 
即 得 以 下 的 微分 形式 和 和 积分 形式 的 静电 场 基 本 方程 。 
微分 形式 ;YXE==0 (3,.1a) 积分 形式 ;中 EE .di = 0 (3, 1c) 
VvV.D—o (3.1b) bp.ds= |pdy (3. 10) 
可 见 :中欧 电场 是 充 旋 场 , 即 静 电场 满足 能 户 守 但 定 律 ,更 电 场 的 电力 线 ( 通 量 线 ) 不 是 闭合 
曲线 ; 名 静电 场 是 有 散场 ,其 场 滨 就 是 静止 的 电 答 。 
3.1.2 电位 和 电位 方程 


1》 电位 
由 于 静电 场 是 无 旋 场 ,因此 它 是 一 种 位 场 。 这 样 , 除 了 用 电场 强度 来 撒 述 静电 场 外 ,还 
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第 3 章 ”静态 场 * 51 * 


可 用 一 个 标量 场 电位 来 描述 静电 场 的 特性 ,以 简化 计算 。 
根据 式 (2. 22) ,外 力 将 单位 正 电荷 从 静电 场 中 的 a 点 移 到 6 点 所 个 的 功 为 一 | E .dl, 它 


只 取决 于 a 点 和 点 的 坐标 。 者 选择 a 点 作为 电位 参考 点 (通常 选择 无 穷 远 处 作为 电位 参 
考点 ), 则 此 外 力 做 功 可 被 用 来 描述 静电 场 。 这样, 可 将 静电 场 中 某 氮 的 电位 定义 为 单位 正 
电荷 从 无 穷 还 处 移 到 静电 场 中 某 点 习 时 ,外 为 死 服 电 场 力 所 做 的 功 。 记 只 所 的 电位 为 
VW ， 则 


[ 
Vv, = 一 | E. dl (3.2) 


于 是 ,单位 正 电 荷 从 静电 场 中 上 点 移 到 疡 点 外 力 所 敌 的 功 就 称 为 5 点 与 a 点 间 的 电位 
差 (电压 )。 电 压 记 为 UV,, 即 


U,, =—|E Fp | l 4 十 | E 4 


证 站 
-|[| E.d—| Edi|=V.—V, (3.3) 


这 表明 两 点 间 的 电压 等 于 两 点 间 的 电位 之 差 。 

应 指出 ,电位 参考 点 的 选取 是 任意 的 ,但 选取 恰当 的 电位 参考 点 ;可 使 问题 的 分 析 .求解 
得 到 简化 。 电 位 参考 点 选取 的 一 般 原 则 是 :中 电位 的 表达 式 要 有 意义 ,如 在 点 电荷 产生 的 电 
场 中 不 能 选取 点 电荷 所 在 处 为 电位 参考 点 ,以 及 在 均匀 电场 中 不 能 选取 无 穷 还 处 作为 电位 
参考 点 (否则 空间 中 多 数位 置 处 的 电位 为 无 穷 大 而 失去 实际 意义 ) 等 ;@ 辣 一 问题 只 能 选取 
一 个 电位 参考 点 。 一 般 地 , 若 电 荷 分 布 在 有 限 区 域内 , 则 可 选取 无 穷 远 处 为 电 忆 参考 点 ;在 
电荷 不 是 分 布 在 有 限 区 域内 , 则 应 根据 实际 情况 将 参考 点 选 在 有 限 区 域内 。 

根据 静电 场 的 无 旋 性 可 知 ,电场 强 度 互 可 用 电位 的 负 梯 度 有 来 表示 , 即 


再 一 一 多 刀 (3. 4) 
由 式 (3. 4) 可 知 , 若 已 知 静 电场 中 的 电位 分 布 , 则 可 利用 此 式 计算 场 中 各 点 的 电场 强度 
E, 如 直角 坐标 蒜 下 , E = 一 (a 9 十 4, 5 十 a 近 )。 同样 ,车 已 知 场 中 的 电场 强度 的 分 


布 ,也 可 在 选 定 电位 参考 点 后 ,利用 了 We .df 计算 电位 ,其 中 为 电位 参考 点 (坐标 )。 


类 似 于 点 电荷 ,点 电 菏 系 以 及 分 布 电荷 在 其 周围 空间 产生 电场 强度 的 表达 式 人 2. 15) 一 
《2. 17) , 若 真空 中 x 处 有 一 点 电荷 Q@, 则 由 式 (3,2) 容 易 导出 距离 点 电荷 为 尺 处 的 电位 为 


ee 
V (3. 5) 


式 中 ,RR 二 |r 一 x |。 当 自由 空间 中 有 个 点 电荷 时 , 则 场 点 p 处 的 电位 等 于 各 个 点 电荷 产 
生 电 位 的 代数 和 ，, 即 


v= (3. 6) 


式 中 ,R, 二 | ri 一 ri| ,表示 Q, 所 在 点 号 场 点 间 的 距离 。 自 由 空间 中 有 限 区 域内 体 、 面 以 及 
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+ Do 电 砍 场 理论 与 微 访 技 术 忒 础 
线 电荷 分 布 产 生 的 电位 分 别 为 
| | ed yd yo 1 [ed 
be R I eR ,V =- 让 -|, 信 en 
以 上 三 式 均 选取 无 穷 远 处 作为 电位 参考 点 。 
2} 电位 方程 


静电 场 中 的 所 位 也 可 用 电位 方程 求 得 ,这 对 均匀 媒质 或 局 部 均匀 媒质 填充 的 区 域 尤为 
语 用 。 均 写 媒 硕 中 的 电位 方程 可 将 式 (3.4) 代 入 式 (2.21) 得 到 , 即 


VV = 一 二 (3. 8) 


上 式 称 为 电位 的 泊 松 LPoissom) 方 程 。 特 别 地 ,车 均匀 媒质 中 无 自由 电 敬 存在, 即 p = 0, 则 得 
VV=0 0 


此 式 称 为 电位 的 拉 普 拉 期 (Laplace)? 方 程 。 

这 样 ,对 具 恒 的 边 值 问题 ,利用 方程 63.8) 和 (3.9) 在 相应 坐标 系 下 的 展开 式 及 边界 条 件 
印 可 解 出 电 让 了 。 对 二 维和 三维 边 值 问题 的 求解 一 般 需 借助 分 离 变量 法 等 方法 进行 , 详 见 
3. 1.6 节 内 容 。 

例 3.1 如 图 3.1 所 示 , 真 空中 间 踢 为 ?的 两 根 无 限 长 平行 双 导 线 构成 的 平行 双 线 的 模 
截面 ,假设 平行 双 线 上 电荷 均 旬 分布 , 线 虹 菏 密 度 分 别 为 土 p 。 求 空间 任 一 点 p 处 的 电位 。 

解 :选取 坦 角 举 标 系 的 x 轴 与 平行 双 线 的 轴 
线 平行 ,平行 双 线 在 xOy 平面 的 连 线 沿 x 轴 , 堂 
标 淹 点 位 于 连 线 中 心 。 因 平行 双 线 无 限 长 , 履 任 
一 之 二 onst. 的 平面 上 点 上 处 前 所 位 相同 ,这 样 
只 需 在 xOy 平面 上 求解 点 (zyy) 处 的 电 亿 ， 
再 选取 平行 双 线 在 xOy 平面 的 连 线 上 的 某 点 p。 
为 电位 参考 点 ,如 图 所 示 。 其 中 rr,， ro 分 别 为 
十 高; 一遍 所 在 点 与 po 点 间 的 起 离 ,r，r~ 分 别 
为 从 疡 各 到 十 品 , 一 疡 所 在 点 间 的 距离 。 

为 求 得 电荷 密度 为 p; 的 线 电 荷 在 点 户 处 产生 的 电位 ,选取 点 名 和 户 之 问 的 积分 路 径 
为 5 有 四 ,其 中 pA 眉 是 以 十 p; 所 在 点 为 中 心 ,以 r. 为 半径 的 圆 弧 ,在 此 圆 弧 上 因 吾 , 与 下午 
坦 , 故 巨 _ 的 线 积 分 等 于 零 。 于 是 得 

Vv.=| Er d= | "Ed= Im Bdr = ein( | (3. 10) 


~ 2 2TEu 六 


-一 一 小 一 
-一 ,一 一 -| 


图 3,1 两 平行 双 导 钱 的 电 住 


类 似 地 ,电荷 密度 为 一 的 线 电荷 在 p 点 产生 的 电位 为 


a es 
Ve -|"E . | | ee 


这 样 ,pp 点 的 总 电位 为 


A - RIn{ 夺 j++ 到- -ln ( 宇 )- a n(=)+c C3. 12) 


2 TE Fi-- 2 TE 二 
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式 中 ,C 是 与 电位 参考 点 的 选择 有 关 的 常数 。 若 电位 参考 点 选 在 平行 双 线 连 线 的 中 点 (坐标 
原点 )， 站 + 二 fo 一 i/2, C=0,， 风力 点 电位 为 
MN Rk in mh 
ss (= en | nS 
例 3.2 有 两 块 无 限 太 的 导体 平板 分 别 置 于 zx 一 0,4 处 ,已 知 x 二 0 处 ,VV 二 0;z 二 a 处 ， 
V 二 Vi ,在 两 导体 平板 间 有 体 电 荷 密度 p = pox/a 的 电荷 分 布 。 求 两 导体 平板 癌 的 电位 和 电 
场 分 布 。 
解 : 两 导体 平板 间 的 电位 VV 应 满足 泪 松 方程 


YY 一 一 区 (3. 14) 


n 


由 于 电位 允 与 y， zz 无关, 因此 方程 (3. 14) 变 为 


VV = 9 过 ee (3. 15) 
对 上 陈 积 分 两 次 ,得 
V =— ge + Cr+ Ce (3. 16) 
其 中 Ci， Cs 由 边界 条 件 确定 。 
将 式 (3, 16) 分 别 代 人 边界 条 件 : F |。 一 07 1,-。 一 Vio, 可 得 C 一 全 十 和 Co 一 0 
于 是 
V =— pe (+)z (3. 17) 
而 电场 强度 为 
A 


3.1.3 于 介质 中 的 电场 


1) 电 慢 极 子 的 电位 和 电场 强度 

所 谓 电 侦 极 子 ,是 指 真空 中 由 一 对 相距 小 
噬 离 的 等 值 异 号 电荷 构成 的 场 源 系统 ,如 图 3.3 
所 示 。 其 中 每 个 点 电荷 的 电量 均 为 Q, 它 们 加 
的 距离 为 &。 电 侦 极 子 的 场 的 分 析 在 研究 电 介 
质 中 的 场 及 电磁 波 的 辐射 方面 都 十 分 有 用 。 

为 求 出 电 侦 极 子 区 电位 和 电场 强度 ,选取 
图 球 坐 标 系 ,将 电 偶 极 子 的 中 心 咱 于 坐标 原点 ， 
并 让 其 轴线 与 极 轴 人 = 办) 重合 , 则 p 后 电位 为 图 32 电 偶 极 子 
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V 0 [于 和) Oh (3. 18) 


dne, R, R) dxe, R, R. 


RR- 


为 便于 分 析 , 假 设 两 电荷 间 的 间距 4 相对 于 坐标 原点 到 场 轧 2 的 距离 RR 小 得 多 , 即 
及 六 df 由 图 3.2, 根 据 余 茧 定理 ,并 将 民 ; ,民用 二 项 式 级 数 展开 ,并 上 略 去 珊 阶 小 项 ,有 


= [e+ ($) aR($)eow] ~ 8- ($)eow 


[e+ $j 
RR aR’— (gcosb) oR’ 
所 以 
A eco (3. 19) 
定义 一 和 天 量 了 的 大 小 为 p = QW， 其 方向 由 负电 荷 指 回 正 电荷 , 即 
p= Wd = Qaa. 


称 为 电 侦 极 子 的 电 算 ,简称 为 电 情 极 窃 。 于 是 , 式 43. 19) 可 写 为 


D0 Lp。y (去 】 (3. 20) 


dreR: dne, 民 
电 候 极 子 的 电场 强度 可 由 式 (3,4)? 乍 圆 球 坐 标 系 下 最 开 得 到 , 即 
aV 19Vv ] aVy 2 pcost psing 
人 (a 9 二 全 Ra os Ri 了) ”二 me R: 4nen Re Co 


可 见 , 电 偶 极 子 的 电力 线 都 分 布 在 贺 球 的 子午 
面 上 ( 包 会 电 偶 极 子 轴线 的 平面 上 ), 且 电力 线 
垂直 于 电 侦 极 子 的 平分 面 (8 = x/2 的 平面 )。 
图 3.3 示 出 了 电信 极 子 在 任 一 平面 上 的 电力 线 
和 等 位 线 的 分 布 图 ,其 立体 图 形 可 由 该 图 以 极 
轴 为 轴 旋 转 得 到 。 

2) 电介质 中 的 电场 

所 谓 电 介质 ,是 指导 磁 率 为 jw 的 媒质 (党 
将 电介质 简称 为 介质 ) 。 通 常 所 说 的 理想 ( 电 ) 
介质 (或 称 绝缘 体 ) ,是 指 晶 格 结构 中 没有 自由 有 
电子 的 物质 , 即 其 中 的 所 有 电子 都 受到 很 强 的 束缚 力 ,从 而 阻碍 电子 的 随机 运动 。 当 然 , 实 
际 上 并 不 存在 绝对 的 理想 介质 , 当 吉 在 介质 上 的 外 加 电场 低 于 一 定 值 时 ,车 介质 中 的 电流 可 
忽略 不 计 , 此 时 则 可 认为 这 种 介质 为 理想 电介质 。 

介质 可 分 为 无 极 性 介质 和 有 极 性 介质 。 对 无 极 性 介质 (如 和 氧气 CHs)), 宪 没有 外 电场 作 
用 时 ,每 个 分 子 的 正 电 荷 作用 中 心 和 负电 荷 作 用 中 心 是 重合 的 ,对 外 不 呈现 带电 现象 。 但 在 
外 电场 作用 下 ,分子 内 部 正 负 电荷 受到 相反 方向 的 力 面 使 正 负 电荷 的 作用 中 心 不 再 重合 ,从 
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而 形成 电 偶 极 子 , 此 时 称 无 极 性 介质 被 极 化 。 对 于 有 极 性 介质 《如 水 4HsD)) ,每 一 个 分 于 的 
束缚 正 抽 电荷 作用 中 心 不 重 合 , 所 以 每 个 分 子 都 具有 电 偶 极 子 的 性 质 , 但 在 没有 外 电场 作用 
时 ,由 于 分 子 热 运动 的 影响 ,介质 中 每 个 分 子 的 电 偶 极 矩 随机 排列 而 合成 电 偶 极 和 矩 为 零 , 对 
外 宏观 电 效应 相互 抵消 而 不 呈现 带电 现象 ;而 在 外 电场 作用 下 ,束缚 电信 形成 的 电 偶 极 子 从 
排列 京 乱 而 转向 外 电场 方向 ,此 时 称 有 极 性 介质 被 极 化 。 因 此 ,不 论 是 无 极 性 介质 还 是 有 极 
性 介质 ,在 外 电场 作用 下 ,每 一 个 分 子 的 束缚 电荷 都 形成 电 偶 极 子 ,从 而 介质 处 于 缸 极 化 状 
态 ,介质 内 含有 大 量 的 电 侦 极 子 , 对 外 呈现 带电 现象 。 这 样 ,介质 中 的 场 强 变 为 场 站 电 倚 ( 卓 
由 电荷 ) 与 介质 中 束缚 电荷 产生 的 场 强 的 亚 加 ,从 而 改变 原来 的 场 分 布 , 其 总 的 效应 是 使 介 
质 中 的 场 强 被 前 弱 。 

类 似 于 自由 空间 中 自由 体 电 荷 分 布 产 生 的 电位 , 极 化 介质 外 任 一 点 的 电位 应 为 介质 内 
所 有 课 缚 电荷 在 该 点 产生 的 宏观 电位 。 为 了 计算 这 个 宏观 电位 , 引 和 人 一 个 新 的 物理 量 一 
极 化 强度 PP, 它 表示 单位 体积 内 电 慢 极 矩 的 天 量 和 , 即 


P= lm zy 2 【3. 22) 


这 样 ,将 式 (3. 20) 中 的 p 用 PdV 代 之 , 妓 得 极 化 介质 内 体积 元 dy 内 的 电 偶 极 窍 在 介质 外 
任 一 点 记 处 产生 的 电位 币 元 为 


P+ Rdy” 
dre, R: 


式 中 ,RR 一 r 一 rr 二 |r 一 | dn 二 Rar。 因此 ,整个 介质 中 电 偶 极 盾 在 点 立 处 产生 的 电位 为 


1 ffP.Rrr 1 ， 
| 守 v = | Pv (去 Jay (3. 23) 


~ dre 4neo 


利用 矢量 恒等式 PV/R) 二 WV，(P/R) 一 (VY ，P)/R 以 及 散 度 定理 ,可 将 上 式 变 为 


PF + 
1 ,Pi fF (YP) yy 
v= a |. RR dv 


1 有 “PP 1 
47TEn 3 -让 二 RF jdr My 


式 中 ,V' 为 极 化 介质 的 体积 ,a, 为 包围 体积 W' 的 封闭 面 S 上 的 面积 微 元 矢量 办 的 外 法 向 
单位 和 拓 量 。 可 见 , 极 化 介质 在 p 点 产生 的 电位 是 闭 曲 面积 分 项 和 体积 分 项 的 代数 和 。 将 式 
(3. 24) 同 式 (3.7) 相 比较 可 知 , 钵 积分 中 的 一 Y ，P 相当 于 一 种 体 电 荷 密 度 ; 面 积分 中 的 
P，a, 相 当 子 一 种 面 电荷 密度 。 为 此 ,前 者 称 为 束缚 体 电荷 密度 , 记 为 ms; 后 者 称 为 束缚 面 
电荷 密度 , 记 为 ms, 即 


dV 一 


Am 一 一 Y 也 CD) 
ps 一 P 1s 所， 《3. 26) 


式 {3.25) 中 WY 上 上 略 去 一 撤 , 这 是 因为 对 极 化 强度 瑟 求 散 庆 是 对 束缚 体 电荷 密 度 为 ee 所 在 点 
进行 的 ,路 去 一 撤 并 不 会 引起 误解 。 
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综 上 所 述 , 电 介质 的 极 化 导致 束缚 电荷 分 布 , 这 种 电 区 分布 是 由 于 束缚 电荷 的 作用 中 心 
的 分 离 引 起 的 ,这 同 自由 电荷 的 分 布 是 不 同 的 。 

基于 自由 空间 的 高 斯 定理 ,可 导出 电介质 的 高 斯 定理 。 对 电介质 , 极 化 介质 中 的 电场 强 
度 应 由 自由 电荷 和 束缚 电 若 共 同 产生 。 这 样 , 若 介质 中 除了 有 束缚 电荷 密度 外 还 有 自由 电 
荷 密度 , 则 介质 的 高 斯 定理 的 微分 形式 应 由 式 (2. 21 ?改写 为 


将 式 (3.25) 代 入 上 式 , 可 得 
V'B=i(p—V.P) 


或 


V+* (Eki P=p (3 27) 
于 是 ,可 对 任 一 媒质 中 的 电 通 量 窗 度 DD 给 出 以 下 定义 : 
及 一 so 五 十 了 (3, 28) 
因此 , 式 (3.27) 可 表示 为 
V.D=p (3. 29) 


这 表明 ,介质 中 任 一 点 的 电 通 量 密度 的 散 度 等 于 该 点 处 的 自由 体 电 荷 密 度 。 即 D 的 源 是 自 
由 电荷 ,而 五 的 源 既 包含 自由 电荷 也 包含 束缚 电 侍 。 将 式 (3. 29) 两 端 取 体积 分 ,并 应 用 散 
度 定理 ,中 得 高 斯 定理 的 积分 形式 , 即 


bp a (3. 30) 


假如 电介质 是 线性 和 各 向 同性 的 媒质 ,实验 证 明 , 极 化 强度 与 介质 中 的 合成 电场 强度 成 
正比 , 即 


P= ex (3.31) 

式 中 ,xX. 称 为 电介质 的 极 化 率 ,是 无 量 网 的 标量 , 它 决 定 于 电介质 的 性 质 。 这 样 , 式 (3., 28) 
可 写 为 

D=ell+xiBE = etE= EE (C3. 32) 


式 中 , 心 称 为 介质 的 介 电 常数 ,单位 是 F/mis 是 介质 的 相对 介 电 常数 ,没有 量 网 。 应 注意 ， 
在 线性 .各 向 同性 介质 中 ,se 是 空间 坐标 的 标量 一 数 ; 在 简单 媒质 中 , 是 常数 ;在 各 向 异性 媒 
质 中 , 介 电 常数 是 一 个 二 阶 张 量 (并 失 )。 

值得 指出 , 当 加 在 介质 上 的 电场 强度 值 增 加 到 致使 电子 脱离 分 子 时 ,介质 将 发 生 志 穿 。 
通常 将 介质 中 怡 好 击 穿 时 的 电 芭 强 度 值 称 为 该 物质 (介质 ?的 击 罕 场 强 , 如 空气 的 击 穿 场 强 
为 3X10’ kV/ms; 硬 橡 胶 的 击 穿 场 强 为 6X 10 kV/m 等 。 实 际 应 用 中 应 使 物质 中 的 场 强 远 
低 于 其 击 穿 场 强 。 
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3.1.4 静电 场 的 边界 条 件 


在 求解 静电 场 的 边 值 问题 时 ,经 常 需要 次 种 不 同 媒质 交界 面 ( 如 真空 .理想 介质 ,理想 导 
体 等 ) 土 的 边界 条 件 。 第 2 章 中 导出 的 了 与 五 的 边界 条 件 完全 适用 于 静电 场 , 下面 分 别 引 
出 场 矢量 DPD、E 及 电位 V 补足 的 边界 条 性 。 

1) 场 活 量 吕 与 的 边界 条 件 

对 电 通 量 密度 DD 而 言 ,有 

dr (Di 一 Di) 二 ps 或 Di 一 Ds, = ps 《3. 33) 


式 中 ,a, 表示 由 媒质 2 指向 媒质 1 的 法 向 单位 矢量 ,ps 是 交 异 面 上 的 自由 面 电 共 密度 。 
特别 地 ,车 第 1 种 媒质 是 (理想 ?介质 ,第 2 种 媒质 是 (理想 } 导 体 , 则 式 (3, 33) 变 为 


tA.*D 二 ps 或 Di, = ps ‘3. 34) 
这 表明 ,导体 表面 处 介质 中 和 任 一 点 的 电 通 量 密度 的 法 向 分 量 等 于 该 点 导体 表 曾 上 的 面 电荷 
密度 。 
车 交界 面 的 两 侧 均 为 介质 , 目 未 在 交界 面 上 放置 任何 目 由 面 电 荷 , 则 有 
Di, = DD 或 5&E, = :EF;, (3.30) 


可 见 , 穿 过 介质 交界 而 的 电 通 量 密度 的 法 向 分 量 是 连续 的 ,但 当 乌 并 & 时 ,电场 强度 的 法 问 
分 量 并 不 连续 ,这 是 由 交界 面 上 存在 束缚 而 电荷 密度 引起 的 。 可 证 明 , 在 两 种 各 向 同性 介质 
的 区 界面 上 ,有 


Ei Es, 本 二 Crs 3, 36) 


En 
对 电场 强度 五 而 言 , 有 
aX (五 | 一 瑟 : ) 一 0 或 E,= EE, (3, 37) 


这 天 明 ,在 两 种 介质 的 交界 面 上 电场 强度 的 切 向 分 量 连 续 。 若 媒质 1 是 (理想 ) 介 质 ,媒质 2 
是 (理想 ) 导 体 ,由 式 (3.34) 和 式 (3,35) 可 知 ,导体 表面 处 介质 1 中 的 静电 场 总 是 垂直 于 导体 
表面 。 
2) 电位 VV 的 边界 条 件 
根据 静电 场 的 基本 方程 :中 Edl 一 0, 类 似 于 第 2 章 2. 1 节 中 电场 切 向 分 量 在 媒质 交 
界面 处 连续 这 一 边界 条 件 的 锥 导 思 路 ,可 证 明 两 种 媒质 交界 面 处 电位 连续 , 即 
Vl = Vs (3. 38) 


因为 D。 一 6E。 一 一 6 ,i 一 1,2, 而 n 表 示 沿 交界 而 法 线 方向 上 的 坐标 量 ,所 以 式 
(3.33) 可 改写 为 


aVs AV, 


? jn ! dn 


(3, 39) 


em 
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这 表明 , 若 变 界面 上 存在 自由 面 电 荷 , 则 电位 导数 不 连续 。 
3.1.5 静电 场 导 体系 统 中 的 电容 


1) 导体 的 特点 

众所周知 ,导体 是 指 内 部 有 大 量 自 由 电荷 的 媒质 。 导 体内 部 有 电场 时 ,自由 电 谷 会 受到 
电场 的 作用 力 而 发 生 宏 观 运动 。 若 导体 内 设 有 电 苛 的 宏观 运动 , 则 导体 内 一 定 设 有 电场 ,此 
时 导体 处 于 静电 平衡 状态 ， 换 言 之 , 当 导 体 处 于 静电 平衡 状态 时 ,导体 内 部 不 存在 电荷 , 电 
荷 只 能 分 布 于 导体 表面 。 这 样 , 若 将 一 个 不 带电 导体 放 在 外 电 易 中 ,外 电场 将 使 日 由 电荷 在 
导体 表面 上 形成 某 种 分 布 , 表 面 电荷 在 导 栖 内 部 所 产生 的 电场 与 外 电场 相互 托 消 ,从 面 使 导 
体内 部 任意 点 的 电场 强度 都 等 于 零 。 

外 电场 使 导体 内 部 电荷 重新 分 配 的 现象 称 为 静电 感应 现象 ,静电 感应 使 不 之 电导 体 的 
某 部 分 表面 有 过 向 的 正 电 蓓 ,而 其 余部 分 表面 有 等 值 的 过 镜 作 电荷, 这 些 过 剩 的 电荷 称 为 感 
应 电 蓓 。 

静电 平衡 状态 下 ,导体 内 部 各 点 电位 都 相同 ,导体 是 等 位 体 , 导 体 表面 是 等 位 面 。 真空 
中 带电 导体 的 电位 高 低 , 决 定 于 它 所 带电 荷 的 多 少 和 它 的 形状 ,同时 还 与 附近 其 他 导 恒 上 的 
分 布 电荷 有 关 。 

2) 电容 器 和 电容 

车 一 导体 与 其 他 导体 和 电荷 相 蝶 很 远 , 以 致 于 此 导体 表面 的 电荷 分 布 不 受 它 们 的 影响 ， 
则 此 导体 的 电位 仅 决 定 于 本 身 的 形状 以 及 与 所 带 的 电荷 成 正比 ,这 种 导体 称 为 孤立 导体 。 
弧 立 导体 的 电位 与 电 和 间 的 关系 为 


式 中 ,C 称 为 孤立 导体 的 电容 ,其 单位 为 下 。 

相 百 接近 而 又 绝缘 的 两 块 尾 意 形状 的 导 蛋 构成 一 个 电容 器 ,两 导体 称 为 电容 凯 的 上 电极。 
当 电 容器 的 两 个 电极 分 别 与 外 电源 连接 时 ,电源 就 给 电容 咽 充 电 。 在 整个 充电 过 程 中 ,两 导 
体 上 带 有 等 只 的 异性 电荷 ,直至 充电 过 程 结 束 。 此 时 两 电极 之 间 的 电压 就 等 于 电 庆 电 压 , 面 
一 个 电 稻 带 + 久 的 电荷 时 , 另 一 个 电极 就 带 一 名 的 电 萄 。 电 被 所 带电 倚 与 电极 之 问 的 电压 
之 比 称 为 电容 器 的 电容 , 即 


G0 


“ VU 


可 见 , 只 要 已 知 电容 器 极 板 上 所 带 的 电量 与 两 极 板 间 的 电压 , 即 可 求 得 电容 器 的 电容 。 
例 3.3 如 壬 3.4 所 未 的 同 轴线 ,内 导体 半径 为 as, 外 导体 半径 为 六 内 外 导体 之 间 填 充 
介质 的 介 电 常数 为 6, 内 外 导体 间 的 电压 为 U, ,日 外 导体 接地 ， 
求 :中 内 外 导体 间 的 电位 分 布 ; 
多 内 字体 表 而 上 的 面 电 向 密度 ; 
号 单位 长 度 的 电容 。 
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解 ， 中 选取 圆柱 坐标 系 , 由 茵 对 称 性 可 
知 , 同 轴线 内 外 导体 间 的 电位 只 是 变量 + 的 欧 
数 , 因 此 ,电位 方程 (3.9) 变 为 


12(rT)=0 C3. 40) 
积分 希 次 可 得 
V = Alnr+B (3, 41》 


加 3.4 局 灿 战 的 构 蕉 面 


式 中 ,上 ,为 待定 常数 。 


将 式 (3.41) 代 人 边界 条 件 ;V ,一 0 及 V 1, 二 =U,, 可 得 日 = 一 Ainb 及 A = 2 | 
in 人 (到 
于 是 ; 式 (3. 41}) 变 为 
ln | -一 
Va nls) (3, 442》 
(二 
四 由 式 (3. 427? 可 得 局 轴线 内 外 导体 间 的 电场 强度 为 
E——VV = 2a, = ~- (3. 43) 
' [过 | 
于 是 ,内 导体 表面 上 的 面 电荷 密度 为 
内 | (3. 44) 
oln[ 二 
图 由 式 (3.44) 知 ,内 导体 单位 长 度 上 的 电荷 为 
fg 二 2mps 一 2 (3.45) 
(去 
这 样 ,单位 长 度 的 电容 为 
区 (3. 46) 


3.1.6 静电 场 边 值 问 题 的 解法 


通过 前 面 内 容 的 学 习 使 我 们 知道 ,根据 引出 的 电位 治 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 以 及 不 同 
媒质 交界 面 上 电场 强度 和 电位 的 边界 条 件 ,可 求解 静电 场 的 定 解 向 题 (通常 将 方程 十 边界 条 
件 移 成 的 边 信 问 题 称 为 定 解 问题 )。 尽 管 前 面 给 出 了 电位 仅 是 一 维 空间 坐标 函数 的 例子 ,但 
实际 应 用 中 轴 到 的 静电 场 边 值 问题 往往 较为 复杂 (如 电位 为 二 维 或 三 维 空间 坐标 的 函数 )， 
此 时 需 采用 其 他 求解 方法 。 
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根据 不 同 的 边界 条 忻 , 静 电场 的 边 值 问题 可 分 为 三 类 .,(1) 第 一 类 边 值 问题 (或 犹 利 元 莱 
(Dirichlet) 问题) ,这 类 问题 是 已 知 全 部 边界 上 的 上 吕 位 分 布 ,如 导体 表面 上 的 电位 ;(2}) 第 二 
类 边 值 问题 (或 纽曼 (Neumann) 问 题 ), 这 类 问题 是 已 知 边 界 上 电位 的 法 向 导数 ,如 已 知 导 
体 表 面 上 的 电荷 分 布 ;C3) 第 三 类 边 值 问题 ;又 称 混合 边 值 问题 (或 劳 平 (Robbin}) 问题 ,这 
类 问题 是 已 知 一 部 分 边界 上 的 电位 分 布 及 另 一 部 分 边界 上 电位 的 法 向 导数 。 如 已 知 部 分 导 
体 表 面 上 的 电位 和 部 分 导体 表面 上 的 曾 电 荷 密度 。 可 以 证 明 , 对 于 任何 一 种 边 慎 问题 ,满足 
边界 条 件 的 电位 党 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 惟一 的 (这 就 是 电位 函数 的 惟一 性 定理 }。 
这 样 , 我 们 可 以 选择 尾 何 一 种 求解 静电 场 ( 包 括 静 磁场 ) 边 值 问 题 的 解法 ,只 要 得 到 的 解 满足 
已 知 的 边界 条 件 以 及 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 , 则 可 确定 此 解 必定 是 惟一 和解。 

边 慎 问 题 的 解法 有 解析 法 ,近似 法 ,图 解法 以 及 数值 解法 等 。 常 用 的 解析 法 有 分 离 变 量 
法 .镜像 法 、 复 变 函 数 法 以 及 格林 请 数 法 等 。 分 离 变 量 法 是 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 最 基本 的 方 
法 ,主要 用 于 求解 二 维和 三 维 边 值 问 题 ; 镜 像 法 可 以 求解 不 便 用 其 他 方法 求解 的 一 类 特殊 的 
运 值 问题 ; 复 变 函数 法 主要 是 采用 保 角 变 换 的 方法 将 较为 复杂 的 边界 形状 变 为 简单 边界 进 
行 求解 , 它 主要 是 求解 二 维 问题 ;格林 晃 数 法 主要 用 于 求解 泊 松 方程 构成 的 定 解 问题 。 由 于 
计算 机 的 运算 速度 越 来 越 快 ,因此 数值 解法 (如 有 限 差 分 法 .有 限 元 法 ,和 矩 量 法 以 及 时 域 有 限 
差分 法 等 ) 已 获得 广泛 应 用 ,这 种 方法 主要 用 于 求解 具有 复杂 边界 条 件 的 问题 。 限 于 篇 幅 ， 
下 面 只 介绍 解析 法 中 的 分 离 变 量 法 和 镜像 法 。 

1) 分 离 变量 法 

分 离 变量 法 是 求解 不 同 坐 标 系 下 拉 普 拉 斯 方程 的 一 种 最 常用 的 方法 。 这 里 只 介绍 末 用 
分 离 变量 法 在 直角 坐标 系 和 圆柱 坐标 系 中 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 情况 。 

(1) 直角 坐标 系 

在 直角 坐标 系 中 ,电位 的 拉 普 拉 斯 方程 为 


ov dV ov 


dr dy A 


二 站 【3. 47 7 


设 电 位 果 煞 为 
V(rye) = Xr)Y(y)Z(2) (3. 48) 


式 中 ,外 CT) YC(y) ,Ztz) 分 别 是 zx，y,，z 的 卫 数 。 将 上 式 代 入 式 (3.47), 即 对 式 t3,47) 进 行 
变量 分 离 ,并 设 了 六，Y,，Z 均 不 为 零 , 经 整理 可 得 


x 18Y ,1907 
SE 


Ra ya Do 


由 于 上 式 的 每 一 项 都 只 是 一 个 坐标 变量 的 函数 ,为 使 所 有 zx，y 和 x 都 满足 此 式 , 三 项 中 的 
每 一 项 都 必须 等 于 一 个 常数 。 设 这 三 个 常数 分 别 为 一 妨 ， 一 已， 一 入， 于 是 ,有 


2 

TX 一 0 (3. 49a) 
2 

TF +MY = 0 C3. 49b) 
> 


di 2 


dz 


十 RZ 一 (3. 49c) 
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式 中 ,二 十 蝶 十 如 二 0 ,而 上 :此 :此 分 别称 为 分 离 常数 (又 称 为 本 征 值 ), 均 为 待定 常数 。 
这 样 , 通 过 变量 分 离 后 就 将 三 维 拉 普 拉 斯 方程 分 离 成 三 个 常 微分 方程 ,从 而 使 偏 微分 方程 的 
求解 问题 转化 为 常 微分 方程 的 求解 问题 ，。 

方程 (3, 49)? 中 的 三 个 方程 的 形式 完全 相同 ,其 通 解 的 形式 也 相同 ,但 对 每 一 个 方程 , 若 
分 离 常数 不 同 , 则 其 通 解 的 形式 不 同 。 例 如 ,对 方程 (3. 34a) , 若 & 一 0, 则 的 通 解 为 


XX A Br 
若 尼 之 0, 即 为 实数 , 设 一 有 ,> 0, 则 方程 (3. 49a) 的 通 解 为 

必 一 er 十 旦 ee (3, S50a) 

或 We (3, 50b) 


式 中 ,指数 函数 和 三 角 函 数 分 别称 为 本 征 值 * 所 对 应 的 本 征 函 数 , 本 征 落 数 的 形式 究竟 选 
(3. 50a) 还 是 (3.50b) ,可 根据 所 研究 的 区 域 是 无 限 区 域 还 是 有 限 区 域 确定 。 
车臣 一 0 即 为 纯 虚 数 , 设 如 一 一 下 ,下 人 0 则 方程 (3. 49a) 的 通 解 为 


= Ae ”+ Be 《3.51a) 
或 = Acosh kr Bsinh kx 3,51b) 


同样 ,对 无限 区 域 到 式 (3. 51a) 的 形式 ;对 有 限 区 域 取 式 (3, 51b} 的 形式 。 
类 似 地 ,可 得 到 方程 (3. 49b) 和 {3. 49c) 的 通 解 ， 
这 样 , 若 电位 是 x 和 各 3 的 二 维 陵 数 , 设 恕 宇 0, 刀 太 0, 且 | | 一 | | 二 有 E> 0， 
则 其 通 解 可 写 为 
Vo= CA Bz} + Doy) CAcos Er + Bisin kr tC cosh ky 十 了 psinh Ey) 
(3. 52) 


根据 解 的 全 加 原理 ,可 将 电位 的 通 解 写成 级 数 形式 ,由 


Vo= (CA Box) (Gs + Doy) 十 > CA,cos kT + Bsin kx) CC cosh Ey + D, sinh ky) 
nm 一 ] 
(3.53) 


式 中 ,人 na 一 1，2,，…) 为 不 同 的 本 征 值 ,是 正 实 数 。 

同 理 , 若 电位 VV 是 x+,y,z 的 三 维 卫 数 ,仿照 式 (3.53) 可 类 似 写 出 其 级 数 解 , 只 是 此 时 有 
两 个 独立 的 本 征 值 & tm 一 1，2,…) 和 和 此, ,级 数 也 应 变 为 二 重 级 数 ， 

例 3.4 有 一 模 截 面 为 矩形 的 长 金属 盒 ， 
金属 前 的 四 条 棱 线 处 均 有 无穷 小 的 妖 际 使 四 
个 边 壁 相互 绝 绿 , 边 壁 上 的 电位 分 布 如 图 3. 5 
所 示 。 求 金属 使 内 的 上 电位 分 布 。 

解 ; 因 为 这 是 一 个 长 金属 盒 , 可 认为 电位 
测 z 向 无 变化 ,所 以 此 边 值 问 题 是 一 个 二 维 的 和 v=0 a 
封闭 平 而 场 问题 。 图 3.5 姓 形 金属 金 的 横 截 面 
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上 电位 Viz,y») 满 足 的 定 解 问题 为 


ov av 

pp 

dz dy 

aV 《3. 54) 
可 工 2 RR OV | sg Vs 


V | ,= 0;V | ,一 0 


于 是 ,根据 电位 VY 在 y 一 0 及 5 处 满足 的 边界 条 件 可 知 ,8, 应 取 正 实数 , 即 叫 位 Y 的 y 向 本 
征 函 数 应 取 正 效 或 余 吾 函 数 。 这 样 ,k, 应 为 纯 虚 数 。 所 以 ,电位 V(xz,y} 的 通 解 为 


= (Acosh kz + Bsinh kr} (Ceos ky + Dsin ky) (3,55) 
式 中 , 取 | 到 < | 二 | 名， | 


特 式 (3,55) 代 大 式 (3,54}) 中 的 边界 条 件 ，; | i 0, 得 B=0。 类似 地 ,由 边界 条 件 ，; 


Vl,-,。=0, 得 C=0; 由 边界 和 象 忻 : V|, ,二 0, 得 上 = nx/b, n 二 1,2,"…。 这样 ,电位 
VCzy，y) 的 级 数 解 为 


V 一 DY Acosh (Pe sin (Fy) (3. 56) 
再 由 边界 条 件 :V|,_。= 二 Vi ,得 
,一 DY Acosh (Fa )sin (By) 3,07) 


mn 


将 上 式 两 端 同 玛 以 sin( 忆 ~y) ,并 从 0 到 已 积分 ,得 
| Vosin( 人 y ]dy 二 | sin( 2 ») D4 cosh (Te )sin( >)dy 
= D4, cosh [ 号 )| sin (Sy jsin( 字 pd y jdy 


显然 ,由 三 角 函 数 的 正 变性 可 知 , 只 有 当 闫 一 呈 时 上 式 右 端的 积分 才 不 为 霉 。 于 是 ,在 上 趟 
中 令 m 二 ,并 注意 到 


8 Tt i 4 nT ”为 偶数 
J sn (B35)dy = $Vosin (Fy )dy = fam n 为 奇数 
7 时 [ =] 
有 
A 二 4 ,为 奇数 (3. 58) 
cnn 
ncosh (Sr ) 


所 以 ,金属 盒 内 任 一 点 的 电位 V(x,y) 为 


4V, < cosh| (2 二 至 |sin| (2k+ 1) >| 


不 


V 一 (3.59) 


5 C2k+ 1)cosh| (2 十 1) | 
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(2) 圆柱 坐 标 系 
圆柱 坐标 系 中 电位 涂 数 Y 满足 的 三 维 拉 普 拉 斯 方程 为 
12(; -号 ) op 2 一 0 (3. 60) 
设 VCr，9，z) 一 Rr)gB(p}Z(z)，, 代入 上 式 并 整理 ,得 
二 呈 加 + 页 器 + 全 -。 em 


由 于 上 式 第 一 ,二 项 与 变量 z 无关, 而 第 三 项 只 会 变量 = 而 与 变量 + 各 9 无关 ,因此 可 令 


示 $F 一 一 已 (3. 62) 
式 中 ,为 分 离 常数 。 显 然 , 当 处 一 0 时 
Z = 4, 二 Box (3. 63a) 
当 直 二 居 汪 0, 且 名 守 0 时 
2 = Alcoskz 十 Bisinkz (3. 63b) 
当下 一 (2<0 且 天 0 时 
乙 一 加 enosh kz B,sinh Er {3,.63c) 
再 对 式 (3.61}) 的 前 两 项 进行 分 离 , 并 到 才 . 二 交 ,有 


其 中 , 思 为 分 离 肯 数 , 是 任意 实数 。 于 是 ,关于 变量 8 的 方程 变 为 


9 P| pg — {3.65) 

当 p 一 0 时 ,其 解 为 
$= C+ Dy (3. 66a) 

当 p 关 0 时 ,其 解 为 
$B = Cieospp Disin py (3. 66b) 


值得 指出 ,在 大 多 数 实 际 问 题 中 ,变量 9 包含 0 和 3 此 时 电位 7 必须 单 值 , 即 
VC 六 十 2n7) 一 VCpy， no 二 0， 十 1， 士 2， I 因此 , 户 必 须 取 整数 , 即 声 一 六， 得 一 2。 
下 面 仅 考 虐 p 二 mm 时 的 情况 。 这 样 , 式 (3. 43) 中 关于 变量 7 的 方程 为 


有 
r tr ar CR On RR 0 (C3, 67) 


这 是 一 个 带 参数 的 贝 骞 尔 (BesselD) 方 程 。 当 =0 且 m= 二 0 时 ,此 方程 仅 为 一 维 方 程 ,其 解 为 
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当下 一 0 时 ,方程 (3.67) 变 为 欧 拉 (Euler)? 方 程 , 其 解 为 
R= Er+TFr™ (3. 68b) 


当中 关 0 时 ,方程 (3.67) 的 解 为 
R= EJ,(kr) FN, (kr) 《3. 68c) 
工 中 ,J (87) 为 第 一 类 jx 阶 贝 寨 尔 函数 ,N, CRr) 为 第 二 类 六 阶 贝 塞 尔 画 数 ( 或 称 纽曼 (Neu- 


mann》 函 数 )。 图 3.6 分 别 画 出 了 第 一 类 贝 塞 尔 郴 数 J , (xz) 及 其 导 函 数 扩 (z) 和 第 二 类 贝 塞 
尔 函 数 N, (zx) 的 变化 曲线 。 


1.0 

08 了 

0 HH 画 田 画 王 
二 


人 
> 及 TRNA dx 
TS 人 下放 

二 TE 


_oel | 
1 2 3 4 $3 6 7 8 9 10 11 12 站 


亚 此 


(a) 第 一 类 贝 塞 尔 末 数 及 其 导 画 数 的 变化 曲线 


thy 第 二 类 由 骞 尔 函 数 的 变化 是 线 
图 3.6 贝 害 尔 函数 的 变化 曲线 


于 是 ,方程 (3. 60) 的 一 般 解 ( 取 玉 一 靖 ， 访 一 如) 为 
V = LAcosh kz Bsinh kz |[ Ceos me 十 万 sin mp | ET, Chr) + FN, (Ckr) | (3.69) 


与 直角 坐标 系 中 电位 的 级 数 表达 臣 类 做 ,上 式 也 可 写成 二 重 级 数 的 表示 形式 。 
例 3. 5 有 一 半径 为 a, 高 为 的 中 空 金属 圆 册 。 如 图 3.7 所 示 。 笨 底 与 里 柱 面 多 壁 相 
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连 , 电 位 为 零 。 钠 盖 与 能 壁 间 留 有 很 小 的 姻 队 


使 两 者 相互 绝缘 , 滩 盖 电位 为 V,。 求 能 内 的 电 / ee 
位 及 电场 分 布 。 下 


解 :选取 圆柱 坐标 系 如 图 所 示 。 由 于 贺信 
内 电位 量 轴 对 称 分 布 , 与 角 变 量 gq 无关, 因此 


多 内 电位 满足 的 定 解 问题 为 
1a1 ay ay _h 2 
2 于 | de 图 3.7 中 空 的 金属 国 礁 
Vi = 0; Vi 二 V(t 和 
8 天 co VV =00 和 zz) (3.70) 


于 是 ,选取 电位 YIr，z 的 一 般 解 为 
Vo (A, Ba) CE, 十 Flnr)y + CAcosh kz + Bisinh 本 [五 万 (RE + FNotkr))] 
(3.71) 


由 边界 条 件 ; Wl 天 co 得 Fn 一 = 0; 由 Wi ,.。 = 人 0: 得 Ac Eo 一 0,B, Pr 一 OJ th) 一 站， 
即 中 一 on/ Qi 由 | .~ 一 0, 得 Al = 所 以 ,由 式 (3. 71) 可 写 出 电位 V 的 级 数 甫 达 式 为 


六 时 D5) Asinh (We) (er ) (3. 72) 


六 二 1 


再 将 边界 条 件 :Y |,-, = 二 V。 应 用 于 上 式 , 有 
二 Dy Asinh (ep )1, (2 ) 


为 确定 积分 常数 4,, 可 利用 贝 塞 尔 函 数 的 正 交 性 。 对 上 式 两 端 同 滋 以 rjotvwnrya) ,并 从 0 
到 三 积分 ,得 


vf (re = Doan) f(r) (re 
ma 一 ] 


上 式 右 端 只 有 当 mm 一 时 不 为 零 。 于 是 ,得 


4.= 一 一 汪 (3.73) 


wsinh om } 二 
将 式 (3.73)? 代 人 式 (3.72), 即 得 外 内 任 一 点 的 电位 Y 的 表达 式 为 
yy sinh (2 jo (ar 


ae yonsinh ( 2h J (Yon ) 


(3, 74) 


这 样 , 根 据 式 (3. 4) 可 得 钠 内 的 电场 强度 E 的 表达 式 为 


E—_ VV —— da,— Aa. 
dr EE 


OO 
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(人 


a 


wl asinh (2 用 1 on ) 


"=l asinh (—h hf (von ) 


2) 镜像 法 

在 实际 问题 中 ,通常 会 遇 到 电荷 置 于 某 一 定形 状 的 导体 (或 介质 ) 交 界面 附近 {如 架设 于 
地 面 上 方 的 平行 双 导 线 等 ) ,此 时 均 要 考虑 地 面 或 导体 的 影响 。 对 于 地 面 (特别 是 潮湿 地 面 ) 
一 般 可 视 为 无 限 太 的 理想 导电 平面 。 由 于 电荷 处 于 导体 附近 , 导 栖 表面 会 出 现 感 应 电荷 , 因 
此 在 原 电 荷 和 导体 边界 构成 的 场 域内 的 场 应 由 原 电荷 和 感应 电荷 共同 产生 。 因 为 一 般 情 况 
下 感应 电荷 分 布 较为 复杂 ,所 以 直接 计算 合成 场 极 为 困难 甚至 不 可 能 。 不 过 ,者 原 电 荷 是 点 
电荷 、 线 电荷 或 其 他 较为 简单 的 分 布 , 且 导 体 (或 介质 ?交界 面 形 状 也 较为 简单 , 则 可 采用 镜 
像 法 求解 这 类 边 值 问题 的 合成 场 。 

镜像 法 是 一 种 间接 求解 边 值 问题 的 方法 ,其 基本 原理 是 ;在 保持 边界 条 件 不 变 的 情况 
下 ,将 边界 移 去 ,在 待 求 场 域外 部 的 适当 位 置 上 放置 一 些 称 为 镜像 电荷 的 等 效 电 荷 , 从 而 将 
求解 有 边界 的 边 值 问题 转换 为 求解 无 边界 的 问题 。 基 于 惟一 性 定理 , 原 电 荷 和 边界 上 感应 
面 电 荷 在 待 求 区 域内 某 点 的 电位 ,可 由 原 电 奇 和 镜像 电荷 在 该 点 产生 的 电位 的 鸽 加 来 代替 ， 
即 利用 镜像 法 所 得 的 场 解 是 惟一 解 。 

镜像 法 不 仅 适用 于 静电 场 , 静 磁场 ,也 适用 于 部 分 天 线 问题 ;不 仪 适用 导体 边界 ,也 适用 
于 介质 边界 。 但 镜像 法 能 够 求解 的 边 值 问题 很 有 限 。 这 里 只 讨论 静电 场 中 三 个 具有 导体 边 
界 的 应 用 实例 。 

(1) 接地 导电 平面 附近 的 点 电 褒 

如 图 3. 8(a) 所 示 , 设 在 无 限 大 接地 导电 平面 上 方 有 一 电量 为 总 的 点 电荷 ,点 电荷 与 平面 
间 的 距离 为 4。 应 用 镜像 法 ,可 确定 导电 平面 上 方 点 电荷 存在 的 空间 中 任 一 点 pp 处 的 电位 。 


Hr.7) 


图 3.8 无 泪 尖 接 地 时 电 平 面 上 方 的 点 电荷 


选取 直角 坐标 系 如 图 3. 8(b)y 所 承 ,使 接地 导电 平 测 与 zOy 平 侧重 合 ,; 则 原点 电荷 所 处 
的 坐标 为 (0，0, cd。 将 接地 导电 平面 移 去 ,使 整个 空间 变 成 介 电 常数 为 甸 的 自由 空间 ,在 
与 原点 电荷 对 称 的 位 置 处 ( 即 人 40,0， 一 可 处 ) 放 区 电 量 为 一 急 的 镜像 电荷 ,以 代替 原 接地 导 
电 平 看 上 的 感应 电荷 于 是 , 当 渤 取 电 位 参考 点 在 无 穷 远 处 时 , 原 电 荷 和 和 镜像 电荷 一 外 
在 z > 站 的 空间 中 任 一 点 pltx，y; 2 处 产生 的 记 位 为 
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Vs 一 4( 志 一起) (3. 76) 


式 中 ,RR 和民 _ 分 别 表 示 原 电荷 Q 和 和 镜像 电荷 一 Q@ 至 点 户 的 下 离 , 邯 
有 w 和 十 刀 十 (z 一 的， R.= yr +y +(etd)’, 


本 以 证 其 : 式 (3, 76) 给 出 的 包间 的 空间 中 任 一 点 的 电 恬 VV 是 满足 电位 泊 松 方程 和 
z 二 0 处 的 边界 条 件 所 确定 的 边 值 问 题 的 解 。 此 外 ,根据 静电 场 的 边界 条 件 , 可 由 电位 分 布 
求 出 导电 平面 (xz 一 0) 上 的 感应 面 电 荷 密度 , 即 


ET (3.77) 


0 2 二 十 dd) 


这 说 明 , 当 点 电荷 的 电量 Q 污 0 时 ,感应 电荷 应 为 负 。 事 实 上 ,利用 式 (3.77) 可 求 得 接地 了 
电 平 面 上 的 总 感应 电荷 &,。 不 芒 在 xzOy 平面 土改 用 极 坐 标 系 , 令 一 一 关 十 了 ， 则 式 
(3.77) 变 为 


所 以 


rdr Qd _|* 
.= | paas= | ‘dp| (一 Be -J = (3.78) 
这 表 骨 ,导电 平面 上 总 感应 电 茶 确实 等 于 镜像 电荷 。 

应 指出 ,车 点 电荷 QQ@ 放 置 于 如 图 3. 9(a) 所 示 的 两 接地 导电 平面 构成 的 角形 域内 (其 中 a 
满足 180"/a = 10° < 之 a 之 180, 7 为 正 整数 ), 则 镜像 电荷 的 个 数 NN = (2n 一 1)。 具体 地 , 当 
a 一 90° 时 ,如 图 3. 9(b) 所 示 , 可 在 点 电荷 Q@ 关 于 接地 平面 OB 对 称 的 点 处 放 一 镜像 电 蔽 
Qi = 一 外) , 这 样 可 使 OB 面 为 零 电位 面 , 但 不 能 保证 OA 面 为 零 电 位 面 。 为 此 ,应 在 点 pz 
处 放置 另 一 镜像 电荷 Qs (二 一 已 ,同时 在 点 p; 处 放置 镜像 电 蓓 Qa 及 Q: 的 镜像 电 集 Qa (一 
OO)， 从 而 保持 OA 和 OB 面 为 零 电 位 面 。 所以, 思 ， 处 的 Qi ， pz 外 移 wz Pp; 外 的 Qs 以 及 上 p 
点 处 草原 点 电 莅 妇 一 起 可 保持 OA 及 OB 面 的 电位 为 零 ,而 角形 域内 任 一 点 的 电位 应 为 上 
述 四 个 点 电荷 产 生 的 电位 的 代数 和 。 由 图 3.9(b) 中 的 几何 关系 可 知 , 上 述 四 个 电 符 处 于 同 
一 贺 上 , 图 心 为 交角 的 顶点 O 〇 ,半径 为 顶点 O 到 原点 电荷 的 距离 。 


起 
Qa - 了 二 要 Ta 
| 0 
a rT I I TPB 


a Le ol) 
Bau 
全 | | 
(a) 角形 域内 的 点 电荷 [by 4 二 90" 时 的 镜像 电荷 


图 3.9 遍 形 域 中 的 点 电荷 及 其 镜 尿 
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类 似 地 ,可 作出 a« 一 60", 45"，30" 等 情况 下 的 镜像 电荷 分 布 。 此 外 , 当 a = 180° 时 ,对 应 于 
无 限 大 接地 导电 平 亚 上 方 放置 点 电荷 的 情况 : 当 w 一 0 时 ,对 应 于 两 平行 接地 导电 平 商 之 间 
放置 点 电 苛 的 情况 ,此 时 镜像 电荷 数 应 为 无 穷 多 个 。 

(2) 导体 图 柱 和 平行 线 电荷 

半径 为 a 的 无限 长 接地 导体 加 柱 外 有 一 根 与 之 平行 的 无 限 长 线 电荷 , 设 线 电 荷 的 电荷 
密度 为 py, 贺 柱 轴线 与 线 电 荷 间 的 距离 为 4, 其 裁 面 如 图 3. 10(a) 所 示 。 根 据 惟一 性 定理 , 导 
体 圆 柱 外 电位 应 满足 条 件 :中 除 pb 所 在 点 外 ,空间 中 VV = 0; 外 导体 圆柱 及 无 穷 远 处 电 
位 为 零 。 利 用 镜像 法 可 求 得 接地 导体 圆柱 外 任 一 点 ptr,9) 处 的 电位 ，。 


FP 4 一 
ta} 按 地 导体 圆柱 与 平行 线 电 荷 chy 线 电 荷 且 其 镜 株 
图 3.1]0 无 限 长 字体 加 往 与 平行 线 电 荷 


为 利用 镜像 法 求 得 接地 导体 圆柱 外 任 一 点 的 电位 ,在 圆柱 内 距离 轴线 为 di 处 平行 放置 
一 根 线 电荷 密度 为 a 的 长 直 镜 像 线 电荷 ,导体 圆柱 轴线 , 原 线 电荷 以 及 镜像 线 电 荷 处 于 辣 
一 平面 ,如 网 3. 10(b) 所 示 。 这 样 ,接地 导体 图 柱 外 任 一 点 p 处 的 电位 即 由 原 线 电 荷 和 镜像 
电荷 共同 产生 ,于 是 ,由 例 3. 1 的 结果 ,有 


E 二 
We (3,79) 


式 中 ,R, R; 分 别 为 原 线 电荷, 镜像 线 电荷 所 在 点 至 场 点 p 的 距离 ,C 为 常数 ,与 电位 参考 点 
的 选择 有 关 。 

为 导出 p 写 PB 以 及 纪 与 a 和 dd 间 的 关系 ,在 导体 圆柱 表 面 上 任 取 一 点 对 ,如 图 3.10(b) 所 
不 。 则 原 线 电荷 和 镜像 线 电 荷 在 点 M 姓 产 生 的 电场 强度 EE 和 E; 可 由 高 斯 定型 求 得 , 即 


De ie, 
”2reR 27xenR, 
式 中 ,es ,an, 分 别 表 示 从 原 线 电荷 和 镜像 线 电荷 至 M 点 的 距离 矢量 上 的 单位 矢量 。 由 表 
电场 的 边界 条 件 可 知 ,导体 圆柱 表面 上 任 一 点 的 电场 强度 的 切 向 分 量 应 为 零 , 邯 在 M 点 应 有 


i 并 ] > t = 
FE. 十 五- 站 Ze Sth a, 0 (3. 80) 


式 中 ,a 和 a 分 别 表示 MM 点 处 矢量 玉生 与 导体 圆柱 表面 外 法 线 间 的 夹 和 角 。 根 据 图 3. 10(b) 
中 的 几何 关系 ,由 正弦 和 余弦 定理 ,分 别 有 
FR dad EK _ 


四 四 a 四 下 
sinp sing sing sinea 
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以 及 及 =a dd’ — 2adeos Y, Ri=a t+d ~— 2adicos vy 
将 上 述 关 系 代入 式 (3. 80) ,整理 可 得 
OAR + od,Ri = 0 

或 [pa lta: 十 四 十 站 Ce td)|— 2addi{tp +p)cos p=0 
可 见 ,着 上 式 对 任意 角度 2 均 能 成 立 , 则 其 充 要 条 件 为 

pdlat Fd)+pod(a +d)=0 

让 十 启 二 作 


联 立 以 上 两 式 求解 ,得 一 组 解 ( 另 一 组 解 不 合理 被 舍 去 ) 为 


二 一 站 
2 ce {3. 82) 


二 


《3. 81) 


由 于 导体 圆柱 接地 ,导体 圆柱 内 部 及 其 表面 电位 为 零 ,于 是 


Vw 一 和 -in[ 是 


2TEn 


即 


和 二 (是 ) 


将 上 式 代 和 人 式 (3.79)，* 可 得 接地 导体 圆 往 外 任 一 点 的 电位 为 


三 了 in 人 ( 均 怒 ) (3. 83) 
式 中 ,RR 二 (7 十 d? 一 2rdcos 9)? ,RR 二 ( 产 十 哩 一 2rdicos gp)7, 分 别 为 原 线 电 荷 和 蚀 像 线 
电荷 至 点 思 (r， 9p) 的 距离 。 

因为 导体 圆柱 面 为 等 位 面 ,这 样 由 Vw 的 表达 式 可 知 ，Rn/R， 一 const, 。 于 是 ,由 图 
3.10(b) 有 , Op;/a = af Opis 即 AOp;Mcr AOMp,, 故 RR,/Ri = d;/a 一 a/d, 因此 ,接地 导 
体 圆柱 外 任 一 点 的 电位 可 表示 为 


Ptd 
V = Sil 4 ) (3. 84) 
由 接地 导体 圆柱 外 任 一 点 V 的 表达 式 , 可 得 导体 图 柱 表 面 的 面 电 荷 密度 为 
eo ald —a’) 
fs Br se 2nald’: + a’ — 2adcos of) 


于 是 ,时 体 图 柱 外 表面 上 单位 长 度 的 感应 电荷 为 


1 2 2 2 
Rd 一 ad 
jpsds 机 | o 2naltd: Tai —2adcosg) | A 


可 见 , 时 体 圆柱 外 表面 上 单位 长 度 的 感应 电荷 等 于 线 电荷 密度 的 负 值 。 


(3. 85) 
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同样 ,可 求 得 单位 长 度 的 线 电荷 所 受到 的 静电 力 的 大 小 为 


ro 
ES 
趟 中 , 负 号 表示 吸引 力 ， 

应 指出 ,车 导体 圆柱 不 接地 也 不 带电 ,导体 圆柱 表面 总 的 感应 电 集 量 在 外 场 的 作用 下 始 
终 为 零 ( 即 星 电 中 性 ，。 这 样 , 篆 用 一 任意 座 轴 线 方向 的 单位 长 度 的 闭合 面包 围 此 圆柱 面 , 则 
闭合 面 内 电荷 量 应 为 零 。 但 当 采 用 镜像 法 分 析 时 ,导体 贺 往 内 有 镜像 电荷 存在 , 若 在 圆柱 面 
外 作 单 位 长 度 的 闭合 面 , 单 位 长 度 的 闭合 面 内 包含 的 电荷 量 等 于 p 而 不 是 零 。 因 此 , 仅 千 
一 个 镜像 线 电 荷 不 能 够 与 原 问题 在 圆柱 外 等 效 。 因 为 镜像 线 电荷 和 原 线 电 荷 已 使 导体 圆柱 
而 的 电位 为 替 , 所 碎 , 为 使 导 体 圆 柱 面 为 电位 不 为 零 的 等 位 面 , 且 满足 所 作 任 意 包 围 单位 长 
度 导 性 圆柱 的 拷 人 台面 内 总 电荷 量 为 零 , 则 只 有 在 导体 圆柱 轴线 上 放置 一 等 效 线 电 而 ,其 密度 
为 上 一 一 让。 这样, 镜像 线 电 蘑 bo 和 就 与 导体 圆 往 表面 的 感应 电荷 在 圆柱 面 外 产生 的 电位 
等 价 ， 于 是 ,导体 圆柱 外 任 一 点 的 电位 为 


V = 3-In( 守 | + 翅 -hn (2 (3. 86) 


式 中 ,C, 是 与 参考 点 选取 有 关 的 常数 。 

阁 导 体 圆柱 的 单位 长 度 带 有 电 共 mm 时 ,为 满足 在 圆柱 外 沿 圆柱 轴 向 作 单 位 长 度 的 闭合 
面 ,闭合 面 内 包围 的 电荷 量 应 等 于 po ,同时 考虑 到 圆柱 表面 应 为 等 位 面 的 条 件 ,此 时 应 在 圆 
柱 轴线 上 放置 等 效 的 线 电 荷 p = pw 一 2。 于 是 镜 司 线 电荷 bp 和 等 效 线 电 苛 必 就 与 圆柱 导体 
表面 的 感应 电荷 在 圆柱 外 产生 的 电位 等 价 ， 因 此 圆柱 外 尾 一 点 的 电位 为 

A 天 -mn (家 和 二) ain (+ in(2) (3. 87) 

(3) 导体 球 和 点 电荷 

一 半径 为 a 的 接地 导体 球 外 有 一 电荷 量 为 Q@ 的 点 电 蘑 ; 球 心 与 点 电荷 间 的 距离 为 
d(d 六 a) ,如 图 3.11(a) 所 示 。 选 取 圆 球 坐 标 系 ,利用 镜像 法 可 确定 球 外 任 一 点 pCR, 09， 
处 的 电位 六, 根据 球 的 对 称 性 ,电位 YY 与 角度 变量 8g 无关， 


DR, 8 胸 
f As 
所 | 看 Q 


'\ ba ， 也 
\、 ,a 
FP J 
{a} 接地 导 悼 球 和 点 电荷 tb) 点 电荷 及 其 镜像 


图 3.11 接地 和 导体 球 和 和 起 电 区 


因 点 上 电荷 置 于 接地 导体 球 附近 , 放 接 地 导体 球 表 面 感应 出 负电 蓓 ,为 不 改变 导体 球 乔 表 
面 上 的 电荷 分 布 ,镜像 电 葵 必须 处 于 球 内 。 又 因 球 对 称 性 ,故此 镜像 电荷 Q 一 定 同 球 心 及 
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点 电荷 Q@ 处 于 同一 直线 上 , 设 QQ 距 球 心 的 距离 为 di ,如 图 3.11(b) 所 示 。 这 样 , 球 外 性 一 点 
旋 处 的 电位 由 点 电荷 QQ 和 镜像 电荷 Qi 共同 产生 。 为 确定 Q@ 及 di 的 表达 式 , 可 利用 球面 圭 
任 一 点 的 电位 为 零 的 边界 条 件 导出 。 为 此 ,在 球面 上 任 取 一 点 M, 如 图 3.11{b) 所 孙 , 设 点 
M 与 原 电荷 Q 和 镜像 电荷 Q, 所 在 点 PP 和 p, 间 的 距离 分 别 为 rn 各 , 则 有 


VQ | .0 (3. 88) 


本 十 了 6560 rl TEn Fl 


式 中 ,ri 二 l(a: 十 df 一 2adcos DE ;ry = Ca! 二 + 一 2ad;cos 1. 这 样 , 将 nn 和 入 代入 式 
(3. 88) 即 得 


[Ea ta — Oa ta)]+ 2ac0 HGad— d=0 
由 此 可 见 , 若 土 式 对 任意 角度 #8 均 能 成 立 , 则 其 充 要 条 件 为 
Eada t+d) 一 "| 
Qid— d=0 
联 立 求解 可 得 其 一 组 解 ( 另 一 组 解 不 合理 ,会 去 ) 为 


一 吧 
ss 


《3. 897 


这 样 ,接地 导体 球 外 任 一 点 p 处 的 电位 为 


Te (三 ~ 主 ) C3, 90) 


de 人 dr, 


让 中 ,rr 二 (Ri 十 本 — 2Rd cos + ,一 (R? 十 df 一 2Rdicos 四 ,分别 表 示 从 点 电荷 忆 和 和 镜 
像 电 荷 名 到 球 外 任 一 点 疡 的 距离 。 于 是 ,由 式 (3, 90) 可 得 接地 球面 上 的 感应 面 电 荷 密度 为 


dy a 
Ds ——6 a = RR-deose (KR) a (g)eeeo) 
Ra 4 | i 

扩 二 =r 

一 .Qad a) (3.91) 
drala’ + d? — 2ad cos 信和 
而 球面 上 总 感应 电 葵 为 
Qtd 一 人 "| 2re sin Gd aQ | 

I a (3, 92) 

. jw re ?Ca 二 +d — 2adeos a 


即 接地 球面 上 的 总 感应 电荷 量 等 于 镜像 电荷 量 。 
同样 可 证 明 , 接 地 导体 球 对 点 电荷 Q 的 作用 力 等 于 镜像 电荷 Q; 对 @ 的 作用 力 , 即 


a 
te = re C3. 93) 
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同 导 体 圆 柱 与 平行 线 电荷 的 情况 类 似 , 当 导体 球 不 接地 时 ,其 电位 不 为 零 , 但 球面 上 
感应 的 净 电 荷 为 零 ( 即 导 体 球 面 呈 电 中 性 ), 正 负 两 种 感应 电荷 都 对 球 外 区 域 的 位 场 分 布 
有 影响 。 于 是 ,在 导体 球 内 部 应 同时 放置 两 种 球 表 面 感应 电荷 对 应 的 镜像 电荷 ,又 因 球 
面 是 等 位 而, 故 除 在 点 p, 处 放置 一 个 镜像 电荷 Q@ 外 ,还 需 在 球 心 处 放置 男 一 个 镜像 电荷 
QQ (= 一 驴 ) 。 所 以 ,导体 球 外 任 一 点 去 处 的 电位 应 由 大 电荷 和 两 个 镜像 电荷 共同 产生 , 即 


__Q 2 QQ Ql aa 
Te 4nenr7: re dr | (3. 94) 

式 中 , r' 二 尺 ,。 此 时 球面 上 MM 点 的 电位 为 
We (3. 95) 


Mdnea dned 


显然 Yw 不 为 零 。 
例 3.6 一 无 限 大 接地 导体 平面 上 有 一 半径 为 e 的 半球 形 导 体 凸 块 ,此 凸 块 附近 有 一 
个 点 电荷 入 ,如 图 3. 12(a) 所 示 。 试 确定 此 电荷 的 镜像 电信 。 


Oxo 0, 20} 


个 无 
《al 半球 形 凸 块 附 近 的 点 电 和 而 fb) 点 电荷 及 其 傍 像 电荷 
图 3.12 接地 导体 平面 和 半球 形 四 块 附 这 的 点 电 菏 


解 :首先 作 点 电荷 Q 关于 接地 平面 处 于 点 p 处 的 镜像 电荷 Qa 一 一 Q), p, 点 的 坐标 
是 (za,0, -am); 然后 作 点 电荷 Q 关 于 接地 导体 球面 处 于 点 ps 处 的 镜像 电荷 Qe(= 一 cQ/ 
v 二 二 本) ,点 户 位 于 坐标 原点 O 与 点 电荷 Q 的 连 钱 上 ,有 与 原点 的 距离 为 二 (一 a?/ 
v 壹 十 过 ); 最 后 作 镜像 电荷 Qs 关于 接地 平面 处 于 点 ps 处 的 镜像 电荷 Qs(= 一 Qa), 而 
Q, 关于 球面 的 镜像 电荷 也 为 Q; ,点 ps 位 于 坐标 原点 O 与 镜像 电荷 Q; 的 连 线 上 ,二 与 原点 
的 距离 也 为 心 。 如 图 3. 12(b) 所 示 。 这 样 ,用 三 个 镜像 电荷 即 可 代替 原 接地 导电 平面 和 半 
球形 导体 凸 块 上 的 感应 电荷。 


3.1.7 静电 场 的 能 量 、 能 量 密度 及 电场 力 


1) 静电 场 的 能 章 和 能 量 密度 

假设 所 考虑 的 区 域 吕 中 没有 电场 存在 ,并 设想 有 ?个 点 电荷 ,每 个 点 电荷 都 存在 于 旺 
区 域 0 无穷 远 处 。 

为 分 析 方 便 ; 先 考虑 三 个 点 电荷 的 情况 ,如 图 3.13 所 示 。 若 将 其 中 一 个 点 电荷 Q 从 无 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 3 章 更 访 场 » 73 * 
穷 远 处 移 到 p, 处 ,因为 该 电荷 没有 受到 任何 
力 的 作用 ,所 以 外 力 和 做 功 为 零 , 即 WW 二 0, 但 pb i 
Qi 的 出 现 便 在 区 域 fn 中 建立 了 电位 分 布 。 若 ph 0 
再 将 男 一 个 点 电荷 @& 从 无 穷 远 处 移 到 ps 处 ， 


则 诈 力 做 的 总 功 为 
图 3.13 无 筋 远 处 的 三 小 
W. = We + We = 0+ WV 点 电荷 移入 区 城 则 内 


式 中 ,Vi 为 如 处 的 点 电荷 在 ps 处 产生 的 电位 ,而 电位 参考 点 选 在 无 穷 远 处 。 这 样 ,将 三 
个 点 电荷 从 无 穷 远 处 移 到 户 ,pi ;ps 处 外 力 做 的 总 功 为 


W. Wh 十 WW, 十 下 二 洛 二 Gh Vs 十 Ga 《Us 十 Ws,a7 (3, 08) 


式 中 ,V3 ,V3z 分 别 为 户 处 的 电荷 久 以 及 p; 处 的 电 医 Q; 在 ps 处 产生 的 电位 。 与 上 述 三 
个 点 电 区 移 入 区 域 2 的 次 序 相 上 反 , 将 点 电荷 @ ,QQ 以 及 他 依次 称 入 区 域 Q 中 的 pi ,ps: 以 


We = WW 二 W) = 0 GV 二 (CVs 二 Ws) (3, 97) 
将 式 (3.96) 和 式 (3,97) 相 加 , 即 得 外 力 做 功 的 两 信 : 
2 全 。 庆生 1 (Vs 十 Ww 13》 十 02: (CVs, 十 za 十 Vs 二 Vs,2) 


式 中 ,Vi 十 ,3 是 pi ;ps 处 的 点 电荷 ,QQ 在 六 处 产生 的 电位 , 即 WW 一 Vs 十 ws。 
间 理 ,Vs = Vs 十 Ya，Va: 一 Yi 十 Ya 根据 能 量 守 恒定 律 ,外 力 做 功 永 转换 为 区 域 中 
的 电场 储 能 。 放 是 ,包含 三 个 点 电荷 的 区 域 口中 电场 的 总 储 能 为 


8 一 了 (QQV+Qv = 二 ov (3.98) 
这 样 ,将 式 (3. 98) 推 广 到 区 域 包含 nn 个 点 电荷 的 情况 ,有 
W. 一 av (3. 99) 
和 奉 区 域 0 包含 连续 分 布 的 体 电荷 和 站 电荷 , 则 式 (3. 99) 变 为 
久 . 一 二 | ovav' + 3 osvads' (3. 100) 


式 中 ,VY 为 体 电 荷 和 面 电 荷 所 在 点 的 电位 ,Pp 和 ps 分 别 为 体 电 菏 和 面 电 蓓 密度 。 
根据 式 43, 100), 可 导出 静电 场 能 量 的 另 一 种 表达 式 , 并 由 此 可 引 作 电场 能 量 密度 的 概念 。 
由 高 斯 定理 :YY*， DD 一 p, 式 (3.100) 中 的 第 一 个 积分 的 被 积 孙 数 变 为 eV 一 VV:*D = 
V -VD) 一 D+，VV。 于是, 式 (3.100) 变 为 


4[|vy. _1|Dp. 1 yh ovds: 
人 W。 一 ;| VD)dV ;| VYVadV 十 了 D2 ps Vids 


= 3 VD ， ds 十 于 | D ,EdV + DpsQs (3,101 
2,.s 2 Jv 2 i 
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式 中 ,Qs 表 示 以 面 电荷 分 布 的 第 ; 个 带电 导体 表面 上 的 电荷 量 ,w, 表示 第 i 个 带电 导体 表 
面 的 电位 ,为 定 值 。 此 外 ,上 式 中 的 积分 范围 与 式 (3. 100) 不 同 ; 式 (3,100) 中 第 一 项 的 体积 
分 范围 有 是 有 体 电 荷 分 布 的 空间 ,而 式 (3. 101) 的 体积 分 范围 应 是 所 研究 的 全 部 有 电场 存 
在 的 空间 , 即 包围 此 空间 的 球面 半径 Roo。 对 式 (3,191) 中 第 一 项 的 面积 分 ,其 积分 范围 
是 无 限 大 球面 以 及 包围 各 带电 异体 的 表面 积 5 ，S;,…，S,。 因 在 包 需 体积 V 的 球面 二 ， 
电位 VY 按 1/R 变化 ,电位 称 通 量 了 D 的 大 小 按 1/R 变化 ,而 球 的 表面 积 按 RR 变化 ,所 以 关 
尺 一 co 时 ,该 面积 分 为 零 。 叉 因为 包 图 各 带电 导体 的 表面 5 ，9 ，…，3 的 外 法 线 方向 
与 各 导体 表面 5S ，S$* ,…，S; 的 外 法 线 方向 恰好 相反 。 轨 此 ,和 除 无 限 大 球面 积分 为 零 外 , 式 
《3, 101) 中 的 第 一 项 和 第 三 项 相互 抵消 。 于 是 , 式 (3, 101) 变 为 


WW, = 六 | Dp. EdV (3. 102) 
2 |), 


式 中 ,体积 分 的 范围 是 整个 电场 存在 的 空间 ,表示 能 量 存在 于 电场 中 。 上 式 中 的 被 积 函 数 被 
定义 为 空间 任 一 点 的 电场 能 量 密度 , 即 


人 5D"E (3. 103) 


对 简单 媒 原 ,有 


EE Se (3, 104) 


2) 用 康 位 移 法 求 电 场 力 
我 们 知道 , 当 一 个 带电 导 蛋 放置 于 外 电场 中 时 , 它 要 受到 电场 的 作用 力 。 利 用 库仑 定律 
本 讨 算 电场 力 ,但 能 求解 的 问题 十 分 有 限 , 通 常 求解 也 较为 麻烦 、 对 某 些 静电 力 的 求解 问 
题 ,专利 用 虑 位 移 法 求解 则 容易 得 客 。 所 谓 虐 位 移 , 是 假想 的 位 移 面 不 是 真正 的 位 移 。 虽 位 
移 法 就 是 假想 在 带电 导体 系统 中 , 某 一 导体 或 系统 的 填充 媒质 位 移 引起 能 量 改变 ,从 而 导出 
作用 于 该 导体 或 填充 媒质 上 的 力 。 虚 位 移 法 的 理论 根据 是 能 量 守 恒定 律 。 能 量 守 恒定 律 指 
出 ,在 没有 能 量 损耗 的 情况 下 ,外 源 供 给 带电 系统 的 能 量 等 于 系统 所 做 的 机 械 功 与 系统 储 能 
的 增 量 之 和 , 即 
AW, = AW + AW. 《3. 105) 


式 中 ,AW. 表示 奸 源 供 纵 系统 的 电场 能 量 ,AW 表示 导体 或 系统 填充 的 媒质 因 位 移 所 做 的 
机 械 功 ,AW, 表示 系统 储 能 的 增 量 。 奉 带电 系统 中 异体 或 填充 媒质 在 电场 力 F, 作用 下 产 
生 的 虚 位 移 ( 大 小 ?为 A: 则 电场 为 所 做 的 虚 功 AW 一 FA。 将 AW 代 大 式 (3. 105) ,并 令 
A7 一 0 得 


ooW,. ooWw. 
hi ar or {3.106) 


下 面 分 两 种 情况 讨论 。 
(1) 好 蛋 所 带电 和 谷 量 不 蓉 
若 碟 位 称 过 程 中 各 异体 均 不 同和 外 源 连接 , 则 外 源 向 系统 输入 的 能 量 等 于 零 , 即 AW, = 0， 
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此 时 各 导体 所 带 的 电荷 量 不 变 , 由 式 (3.106), 有 


了 一 一 a ， (3, ]07a) 


一 般 地 ,可 将 式 (3.107a) 用 玉 . 的 负 梯 度 表 示 , 即 
Fo =——¥ W. (3. 107b} 


这 表明 ,在 所 有 导体 所 带电 荷 量 均 保持 不 变 的 情况 下 , 某 一 导体 或 系统 填充 媒质 沿革 方向 受 
到 的 作用 方 大 小 ,等 于 它 沿 此 方向 位 移 单位 距离 所 引起 的 系统 电场 能 量 的 减少 量 

(2) 导体 的 电位 不 变 

为 了 使 某 一 导体 或 系统 填充 媒质 的 虚 位 移 过 程 中 各 带电 导体 的 电位 均 保 持 不 变 , 每 个 
导体 必须 同 恒 还 源 相连 。 假 设 各 导体 的 电位 分 别 为 Vi ,Ya ,…:V。 虚 位 移 过 程 中 各 电源 所 
殿 给 各 导体 的 电荷 的 增 量 分 别 为 AQ ，AQ:，…，AQ, ,于 是 外 电源 所 做 的 总 功 AW, = 


Dv.aQ. 因此 ,由 式 (3.106) 可 得 


aW. 


A Y= ronat. oy, 


F, = 


若 将 上 式 用 矢量 形式 表示 , 则 为 
F, = VW (3. 108b) 


这 表明 ,在 所 有 导体 的 电位 保持 不 变 的 情况 下 , 某 一 导体 或 系统 填充 媒质 沿 某 方向 受到 
作用 力 的 大 小 ,等于 它 沿 此 方向 位 移 单位 距离 所 引起 的 系统 电场 能 量 的 增加 量 。 

若 系统 中 导体 或 填充 媒质 不 是 平移 而 是 旋转 ,依照 上 述 思路 同样 可 进行 分 析 , 这 里 不 再 
效 述 。 

例 3,7 如 图 3. 14 所 示 为 一 极 板 面积 很 
大 的 平行 板 电容 器 ,其 宽度 为 we 长 度 为 板 
间距 离 为 4。 电 容器 的 一 部 分 空间 (宽度 为 
x) 放置 介 所 常数 为 :的 介质 块 ,而 另 一 部 分 空 
间 ( 宽 度 为 a 一 zx) 仍 为 空气 。 试 计算 介质 块 单 图 Re 
位 而 积 受 到 的 电场 力 。 

解 : 因 电 容器 的 极 板 而 积 很 大 ; 故 可 忽略 其 边缘 效应 ， 

方法 IT ,假设 两 极 板 间 电 压 忆 不 变 , 电 容器 储 能 为 


W. 一 上 (CCOUP = 二 人 和 


设 有 一 沿 上 方向 的 外 力 , 使 介质 块 产 生 虚 位 称 , 则 


aW, _ 2 
Fri 一 GE 一 人 | .= 总 [ez seam zx) |a, 


Ui{te— ee,) Eid 


D2 要 一 En 
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于 是 ,介质 块 单位 面积 受到 的 电场 力 为 


fr = 2 一 FE (ee)a, 


方法 工 :假设 保持 两 极 板 上 的 总 电荷 量 Q@ 不 变 。 在 电容 紫 内 ,El 一 pa /eo， Fs 三 pe/e。 
在 介质 分 界面 上 ,应 有 FE 一 Es 一 王 ,于 是 , 极 板 上 的 总 电荷 量 为 


Q= srt 4 pala— r= LeBszt oFEta— zi Elereta—r)] 


6 a QQ ， 加 加 Qd . 
由 此 得 到 电场 强度 下 一 [二 人 一 7' 板 间 的 电压 U 一 Ed = Fe 一 Ti 于 
是 ,电场 能 量 为 
ee 一 工 Qd 
a Fe 2 [e+e(a— xz) 
所 以 
aW. Qid e—&, Ed, 
To ar 总 一 Kotst。 加 2 [er Fata— rp 2 Sa 
fo_ 工 Fers_ 
fu ot Ep FAI 
3.2 恒定 电场 


恒定 电场 , 义 称 为 恒 流 电场 ,是 指 由 不 随时 间 变 化 的 电流 产生 的 电场 。 恒 定 电 场 中 所 有 
电 克 均 视 为 以 平均 速度 运动 , 即 电 荷 的 分 布 在 任何 时 刻 都 是 涉 变 的 。 因 此 ,恒定 电场 的 性 质 
和 静电 声 是 可 以 比拟 的 。 


3.2.1 恒定 电场 的 基本 方程 


由 于 载 恒 定 电流 (直流 ;的 导电 媒质 中 电荷 分 布 不 随时 间 改 变 ,因此 由 恒定 电流 产生 的 
电场 和 静止 电荷 产生 的 电场 的 性 质 相 同 。 静 下 电荷 产生 的 场 是 保守 场 , 所 以 恒定 电场 也 旦 
保守 场 , 即 


xXE=0 或 bE.di=0 (3. 1097 


根据 电 访 连续 性 方程 可 苛 , 当 导电 媒质 中 流 过 恒定 电流 时 , 妹 广 中 任何 …… 个 体积 站 内 
电荷 量 应 不 随时 间 变 化 , 即 任 何 时 刻 流 人 体积 VV 的 电 葡 其 应 等 于 从 该 体积 内 流出 的 电荷 
基 , 这 样 , 穿 过 包 污 此 体积 的 封闭 面 S 的 体 电 芒 密 度 了 的 通 量 等 于 零 , 即 


中 7 .ds=0 或 VjJ=0 {3,]10Y 
与 


式 (3. 109) 和 式 (3. 110? 就 是 恒定 电场 的 基本 方程 .这 表明 , 载 直 流 的 导电 媒质 中 的 电 
场 是 无 旋 场 ,电流 是 无 散场 。 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 3 章 ”静态 场 YY 


3. 2.2 恒定 电场 的 边界 条 件 


根据 恒定 电场 在 导电 媒质 情况 下 积分 形式 的 基本 方程 ,可 导出 恒定 电场 中 两 种 不 同 导 
电 媒 质 交 界面 上 的 边界 条 件 。 直 于 导电 媒质 中 但 定 电场 满足 的 积分 形式 的 基本 方程 和 静电 
场 的 基本 相同 ,由 此 导出 的 边界 条 件 也 相似 .这 里 不 再 作 详 细 推 导 , 仅 提供 结果 。 
对 电场 强度 ,有 
dX (BI 一)==0 或 FE 二 Es 以 及 Vi 一 TV (3.111) 


又 因为 了 二 5E, 因此 ,在 两 种 不 同 导电 媒质 的 分 界面 上 ,J 的 切 向 分 量 应 满足 以 下 关系 ， 


J 1 G1 
J (3. 112) 
J a Ge 


对 电流 密度 ,有 
QW aV, 


2 (有 一天) 一 0 或 二 jn 以 及 0 5 {3.113) 


再 由 了 = 5E,， 上述 边 界 条 件 也 可 用 EE 的 法 向 分 量 表示 , 即 
Ei, 0 
Es 而 
从 式 t3.111} 和 式 (3.113) 可 得 ,在 两 种 导电 媒质 的 交界 面 上 ,电场 强度 的 切 向 分 量 连续 , 电 
流 密度 的 法 向 分 量 连 续 。 此 外 ,在 机 种 不 同 导电 媒质 的 交界 面 上 ,内 存在 自由 面 电荷 密度 ， 
故 面 电 敬 密 度 p. 可 表示 为 


ps = Di (1— 2 )= En, (Se)= (2 (3. 115) 


;EE] Uo 好 1 ds 


(3, 114) 


特别 地 , 当 第 一 种 媒质 为 导电 媒质 ,第 二 种 媒质 为 理想 介质 时 ,由 于 理想 介质 完全 绝 绿 ， 
即 Ga 一 必 ， 刚 必 有 Jsz 一 站 。 又 由 式 (3. 86) 可 知 ， Ji， Jr 这 表明 :此 时 导电 媒质 中 不 可 能 天 
在 法 向 的 电流 ,电流 线 必 与 交界 面相 平行 ,这 同 实际 情况 完全 吻合 。 


3.2.3 恒定 电场 与 静电 场 的 类比 关系 


因为 重 定 电场 和 苦 电 场 具 有 相同 的 性 质 , 因 此 导出 恒定 电场 和 静电 场 问 的 类 比 关 系 将 
有 助 于 某 些 实际 问题 的 求解 。 为 此 ,将 恒定 电场 和 静电 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 进 行 对 比 
可 知 ,J 与 D 对 应 ,o 与 & 对 应 。 因 此 ,车 两 电极 的 形状 和 边界 条 件 扯 同 , 则 两 电极 的 电导 G 与 
电容 C 之 间 存 在 以 下 关系 : 


2 
二 一 (3.118) 


这 样 ,利用 这 个 关系 式 ,只 要 将 静电 场 中 电容 C 的 表达 式 中 的 6 换 为 6, 就 得 到 G 的 表达 式 。 
例如 ,由 讽 3.3 已 知 填充 介 电 常 数 为 上 的 介质 的 同 轴线 的 单位 长 度 电容 C = 2re /ln 太 ， 将 C 
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中 的 6 换 为 , 即 得 填充 电导 率 为 的 导电 媒质 的 同 轴线 的 单位 长 度 的 电导 G = 2ro/in 过， 


3.3 静 磁 场 


由 恒定 电流 (或 永久 磁铁 ) 建 立 的 磁场 是 不 随时 间 变 化 的 , 故 称 为 更 磁 场 (或 恒定 磁场 ;。 
* 管 由 恒定 电流 产生 的 静 磁 场 和 疾 电 场 的 性 质 不 同 , 但 它们 的 分 析 方 法 有 共同 之 处 ，。 


3.3,1 更 磁场 的 基本 方程 


在 第 2 章 中 ,我 们 已 引出 了 毕 奥 一 陛 伐 尔 定律 。 根据 此 定律 可 以 导出 静 磁 场 的 磁 通 量 
密 虚 召 对 任意 封闭 面 的 面积 分 和 褒 尾 意 封 闭 曲 线 的 线 积分 ,这 构成 了 静 磁 场 积 分 形式 的 基 
本 方程 。 

在 静 磁 场 中 , 夫 过 封闭 曲线 i 人 性 取 一 封闭 曲面 S, 则 可 计算 穿 过 此 封闭 曲面 的 8 的 通 量 。 
将 毕 奥 一 萨 伐 尔 定律 代入 此 封闭 曲面 的 面积 分 ,有 


中 二 一 人 ‘d5 = er ， ar Xds 
: dx 5 RK: 


将 旋 度 定理 代入 上 式 中 , 即 得 
$b Bds—b et | vxv(K)Y -0 (3. 117a) 


武 中 ,VY XY(I/KR) 一 0。 这 表明 ,学 过 任意 封闭 面 的 磁 通 量 等 于 零 。 再 利用 散 度 定理 ,人 则 上 
式 变 为 


中 8B.ds=| vaBdy=0 或 TB=0 (3. 117b) 
与 人 


可 见 , 磁 通 量 密 虚 为 无 散场 。 式 (3. 117) 称 为 磁 通 连续 性 原理 ,即位 感应 线 ( 磁 力 线 ) 总 是 闭 
合 曲线 ,这 是 项 矿 场 (包括 时 变 磁场 ) 的 一 个 基本 方程 。 
静 磁 场 的 男 一 个 基本 方程 是 安培 环 路 定律 ,在 真空 中 ,其 积分 和 微分 形式 分 别 为 


中 Bar= ml 及 VxXB=mJ 《3.118) 


3.3.2 静 破 场 的 大量 磁 位 及 其 方程 


1) 委 量 磁 位 
在 第 2 章 中 ,已 引入 矢量 袜 位 &, 它 定义 为 
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号 一 YX 上 
据 此 ,由 毕 奥 - 荚 伐 尔 定律 的 体积 分 形式 以 及 矢量 恒等式 ,可 得 


-仙人 ,] 


将 此 和 式 与 式 (2. 76ay 比较 ,可 得 


uml 本 Jr 
PE 经 |。 dv (3. 119) 


同 理 , 者 电流 分 布 在 曲面 及 细 叶 线 回 路 上 , 则 有 


二 日 (3. 120a) 
此 
以 及 4= 4 区 (3. 120b) 


土 述 各 式 中 , 民 是 从 电流 元 到 待 求 矢量 磁 位 的 场 点 之 间 的 距离 ,它们 的 4 一 0 的 参考 点 选 在 
无 穷 远 处 。 换 言 之 , 符 电 流 分 布 延 伸 至 无 穷 远 处 ,上述 表达 式 不 再 适用 。 

由 此 可 见 ,车 已 知 空间 中 的 电流 分 布 ;, 则 可 按 式 {3.119) 及 式 (3.120) 先 求 得 ,然后 将 妆 
代入 式 (2. 76a) 即 可 求 得 B。 和 事实 上 ,对 上 电流 对 称 分 布 的 问题 ,采用 安培 环 路 定律 直接 求解 B 
则 更 次 方便 。 

”将 式 (2, 76a) 代 人 磁 通 量 种 的 表达 式 (2. 34), 并 利用 斯 托 克 斯 定理 , 即 得 


5=| B.ds=| cx4) dsS= 中 4.di 《33. 121) 
S 5 ! 


式 中 ,表示 溺 面 边缘 的 闭合 曲线。 这 表明 对 4 作 闭 曲线 积分 操 样 可 求 得 磁 通 量 。 

2) 矢量 磁 住 方程 

从 前 面 的 讨论 可 知 ,车 已 知 有 限 区 域 上 的 电流 分 布 , 则 可 通过 式 (3. 119) 或 式 43. 120) 求 
得 空间 中 的 矢量 磁 位 4。 但 当 电 流 分 布 在 一 体积 内 时 ,4 的 体积 分 一 般 较 为 复杂 ,此 时 者 采 
用 的 微分 方程 求解 则 要 方便 得 多 。 

为 导出 满足 的 偏 微分 方程 ,将 式 (2.76a) 代 人 安 锐 环 上 路 定律 (3, 118) ,得 


VxYxA= /9 《3. 122) 
对 上 上 云 应 用 天 晤 让 等 式 , 即 得 


VV.A—Y A=uJ (3, 123) 
在 静 磁场 情况 下 ,A 的 散 度 通常 按 兰 全 规范 选取 ,有 即 在 上 式 中 令 Y，A 二 0。 于 是 ,有 
Vi A= . 《3. 124) 


这 就 是 矢量 磁 位 的 泊 松 方程 。 显 然 , 在 直角 坐标 系 下 ,上 述 方 程 可 写成 三 个 分 量 形式 , 即 
VA, 一 一 各 J; (3. 125) 
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式 中 ,i 二 xX，y， x。 特别 地 ,在 体 电流 密度 为 零 的 区 域 ,方程 (3. 124) 恋 为 
ViAQ=~0 (3, 126) z 


此 时 矢量 磁 位 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

例 3.8 如 图 3.15 所 示 , 求 沿 = 轴 放 置 ， 
长 为 21, 载 直流 为 1 的 直 导 线 在 xzOy 平面 上 
任 一 点 处 的 矢量 磁 位 ,并 导出 六 "< 情况 下 
户外 的 矢量 磁 位 及 磁 通 量 密度 ， 

解 :中 因 电 流 浴 z 向 流动 , 故 xOy 平面 
上 任 一 点 疡 处 的 矢量 磁 位 只 有 = 回 分 量 A,。 
选取 如 图 所 示 的 画 柱 坐标 系 ,在 载 流 导 线 距 


坐标 原点 为 = 处 取 - 一 电流 元 1dz; 则 p 点 距 此 人 
电流 元 的 距离 矢量 及 二 ra 一 za,。 于 是 ,xOy 平面 上 的 任 一 点 户 处 的 和 为 
dz Kolf dz 
站 二 A. 二 4 | 一 在- el Re 
一 a, 全 [ln t+ v 严 十 严 ) 一 Inf( v 开 二 二 一 站 | (3. 127) 


当 / 很 大 时 , 7 污 rx, 此 时 因 i 十 FE 于 站 二 (三 ) |= 2 世 及 WE 十 -lx~ 克 ， 
故 式 (3.127) 近 似 为 


4 一 a Prin() (3. 128) 


加 由 式 (3,128) 可 知 , 当 1 一 02 时 ,4 一 00, 此 结果 不 合理 ,这 是 由 参考 点 选 人 在 无 穷 远 钼 引 
起 的 。 因 此 ,将 = 0 的 参考 点 选 在 r = r, 处 ,如 图 所 示 。 有 


站 二 a lim 如 了 | 2 dz 
i A ee 本 


_ dim | -si 二 ze {zit v1lt Cz/r) | 
ee Br LC/ro) Tt VIT Crm 


全 a. ln (2 ) (3. 129) 


于 是 , 态 p 处 的 B 为 


a4, I 
B= AR 2 


上 式 同 由 毕 奥 一 萨 伐 定律 求 得 的 无 限 长 载 流 直 导 线 产生 的 人 役 通 量 密度 B 的 表达 式 完全 相同 ， 


《3. 130) 


3.3.3 磁 介 质 中 的 静 磁 场 


1) 磁 惕 极 子 
磁 偶 极 子 是 指 半径 很 小 的 贺 形 平面 载 流 回路 。 图 3. 16 所 示 为 一 个 半径 为 5, 载 有 恒定 
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电流 了 的 细 导 线 图 形 回路 , 它 位 于 zxOy 平面 且 中 心 与 坐标 原点 重合 。 可 利用 式 (3. 120b) 计 
算 此 回路 电流 在 空间 任 一 点 p 处 产生 的 拓 量 
磁 位 ,进而 求 得 磁 通 量 密度 B。 考 虚 到 电流 I 
关于 z 轴 旋 转 对 称 , 它 所 产生 的 矢量 磁 位 在 加 
球 坐 标 系 中 只 有 AA, 分 量 , 且 仅 是 坐标 变量 民 
和 吃 的 函数 。 杠 据 A 的 上 述 特 点 ,可 假设 pp 
点 位 于 xzOx 平面 内 , 且 远 离 载 流 圆 环 , 如 图 
3, 16 所 示 。 

为 便于 分 析 , 在 载 流 圆 环 上 位 于 xOz 面 
的 两 侧 p 和 一 多 处 分 别 取 两 个 电流 元 Td 和 
1d 上, 并 令 dii 二 di; 一 型 一 589, 它们 在 点 自 
(R, 98,0 ) 灶 产生 的 矢量 磁 位 微 元 d A，d 有 4 


的 方向 分 别 平行 于 d 了 ,ds ,其 表达 式 分 别 为 图 3.16 蔽 侦 极 于 
wldh Ta os 
各 | 二 re 17R dssin 多 十 Aapcos Pp) 
A di 
六 ,一 本 《e@-sin P+ decos 0 


这 样 ,一 对 电流 元 在 请 点 产生 的 d4 为 


dA= dh 十 d4: — a, Kes cos pdy 
1 


于 是 ,整个 载 流 贺 环 在 p 点 产生 的 4 为 
AA S| Cos (3. 131) 


ng 公开 jn RI 
式 中 ,R, 可 根据 图 中 的 几何 关系 得 到 , 即 


Ri = [Cmp)’ {mn)’ 1 = (Reos ?| (Cbsin ¢): 十 (Rsin 0 — bcos gp) 3 


] 


~ (R: 6 — 2Rbsin feos 的) 
假设 民法 5, 克 六/R 可 以 忽略 。 于 十 


元 a 去 (1 一 守 sin feos p) 一 均 ( 1 十 呈 sin ens a (3.132) 


Re 
式 中 利用 了 二 项 式 级 数 展开 式 ,并 了 略 去 平方 项 以 上 的 高 阶 微量 。 将 式 (3. 132) 代 人 式 
《3. 131) ,得 


oa* 过 | 二 a 
各 一 @。 a (+ Rsin bcos pjcos pdp 
机 Sin 


对 
人 中 一 4 Le sin 有 一 站 直人 8 0 


TCR 二 工本。 


《3. 133» 


多 有 列 游 HF 网 www.freekaoyan.com 


* 82 + 电磁 场 理 论 与 微波 技术 基础 


式 中 , 5S = 了 ,是 导线 圆 环 的 面积 ,而 m = 芍 , 称 为 磁 偶 极 子 的 磁 矩 ,简称 磁 偶 航 矩 ,其 方 
向 与 电流 了 的 方向 之 间 满 足 右手 螺旋 关系 。 
将 式 (3. 133) 代 人 式 (2.76a) ,并 在 球 坐 标 系 下 展开 ,得 


B=VYxXAD= (gn2c0s d+ assin 0} (C3. 134) 


i rR 

上 式 在 形式 上 与 电 伪 极 子 产 生 的 电场 强度 的 表达 式 (3,21) 相 似 。 因 此 , 称 圆 形 载 流 回路 为 
磁 侦 极 子 。 通 过 作 图 癌 知 , 磁 侦 极 子 的 磁力 线 与 电 侦 极 字 的 电力 线 的 分 布 形状 在 它们 的 外 
部 相同 ,内 部 不 同 。 

2) 磁 介 质 中 的 静 磁 场 

与 电介质 在 恒定 电场 作用 下 要 产生 极 化 现象 相似 , 磁 介 质 在 外 加 恒定 磁场 的 作用 下 也 
会 产生 磁化 现象 ,使 磁 介 质 中 的 分 子 电流 的 磁 窍 (简称 分 子 磁 矩 1 在 外 磁场 作用 下 产生 取向 
一 致 的 排列 ,排列 后 的 分 子 电 流 要 在 磁 介 质 中 产生 宏观 磁场 ,从 而 改变 原来 的 磁场 分 布 。 因 
此 ,和 磁化 的 磁 介 质 中 的 磁场 应 由 外 磁场 和 由 分 子 电流 产生 的 磁场 杰 加 而 成 。 下 而 通过 等 效 
磁 偶 极 子 的 概念 来 讨论 分 子 电 流产 生 的 磁场 。 

磁 介 质 磁 化 后 ,单位 体积 中 分 子 电 流 磁 矩 的 矢量 和 称 为 磁化 强度 , 记 为 邮 , 其 表达 式 为 


= lim 3 HP 3,135) 


rt 0 六 


式 中 ,im, 是 第 i 个 分 子 电流 的 磁 矩 。 若 M 天 0, 则 表明 磁 介 质 已 被 磁化 。 在 融化 的 磁 介 质 
的 体积 VW 中 取 一 体积 元 dw ,由 式 (3.135) 可 知 ,dV "内 的 磁化 强度 为 用 dV ,将 它 代 人 式 
(3. 133) 可 得 dV 内 分 子 电流 ( 磁 偶 极 子 ) 在 任 一 点 处 产生 的 天 量 磁 位 为 


Po Mxan Pen / 
‘(RE)Y 


这 样 ,体积 VW 内 所 有 磁 偶 极 子 在 其 外 部 一 点 产生 的 矢量 磁 位 为 


4 一 从 MX8， (a jay (3. 136) 


在 上 式 中 应 用 矢量 恒等式 ,可 得 


_u[f VY XM 一 把 | + {MY yr 
4 一 名 |， R dv 4 了 | jay 


式 中 ,S 是 包围 体积 六 的 封闭 曲面 ,a, 是 S 的 外 法 向 单位 矢量 。 可 证 明 , 上 式 也 是 磁 介 质 内 
部 任 一 点 处 矢量 磁 位 的 计算 式 。 
将 式 (3.137? 中 的 体积 分 和 而 积分 分 别 与 式 (3.119)、(3. 120a) 比较 ,可 见 Y XX 及 相当 
一 个 钴 电流 密度 , 称 为 束缚 体 电流 密度 (或 态 化 体 电流 密度 ) ,用 表示 ; M xa, 相当 于 一 
个 而 电流 密度 , 称 为 束缚 曾 电 流 密度 (磁化 面 电 流 密度 ) ,用 上 表示 , 即 


gy 二名 中 ed C3, 137) 
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J = YX M | «3, 138) 
ds 一 MY a, 3.139) 


式 《3.138) 中 略 去 了 VY 上 的 一 撤 , 轩 磁化 强度 总 是 对 源 点 而 言 , 略 去 VY 上 一 撤 不 致 引 起 混 清 ， 
式 63. 137) 表 明 ,磁化 介质 内 部 的 束缚 体 电流 密度 和 它 表 面 上 的 东 缚 面 电流 密度 是 确定 磁化 
介质 体 产生 的 矢量 磁 位 的 源 。 

如 前 所 述 ,磁化 介质 中 的 磁场 应 由 传导 电 流 产生 的 磁场 和 训 缚 电流 (磁化 电流 ?产生 的 
磁场 的 要 加 ,此 时 适用 于 磁 介 质 的 安 镑 环 路 定律 的 微分 形式 应 变 为 


VxXB= pldt dh) 
将 式 (3.138) 代 入 ,得 


vx (TM)=VvxH=1 (3. 140) 


式 中 ,日 二 Biw 一 M, 称 为 磁场 强度 。 上 式 是 磁 介 质 中 安培 环 路 定律 的 微分 形 陈 ,七 表明 ， 
磁化 介质 中 任 一 点 处 磁场 强度 的 旋 度 等 于 该 点 处 的 传导 电流 密度 。 可 见 , 磁 场 强度 占 的 族 
涡 源 是 传导 电流 密度 ,而 磁感应 强度 B 的 旋涡 源 是 传导 电流 密度 和 束 强 电 流 密度 。 

将 式 (3. 140) 两 边 取 而 积分 ,并 应 用 斯 托 克 斯 定理 ,得 


PH d= C3. 141) 
i 


这 就 是 磁 介 质 中 安培 环 路 定律 的 积分 形式 。 
由 式 (3. 140) 可 知 


BlH+M) (3. 142) 


此 式 适 用 于 任何 线性 或 非 线性 媒质 。 我 们 知 遭 ,媒质 可 恢 其 磁 的 特性 分 为 三 类 :上 顺 磁 介质 
(如 铝 、 纯 铁 (99. 95 站 》 .液态 所 等 ) . 抗 磁 介 质 ( 如 钳 、 铀 .水 .空气 等 ) 以 及 铁 磁 介质 (如 坡 莫 合 
金 、. 铁 (99. 91 吧 ) 等 )。 实 验证 明 , 踪 铁 磁 介质 外 ,在 线性 .各 向 同性 媒质 中 ,M 和 下 成正 
比 , 即 


M— x,H (3. 143) 


式 中 ,yn 称 为 媒质 的 磁化 率 ,是 一 个 无 量 网 的 标量 或 常数 , 它 取决 于 媒质 的 物理 .化 学 性 质 。 
对 顺 磁 和 抗 磁 介 质 ( 统 称 为 非 磁性 媒质 ?其 加 守 0 各 6 三 0, 而 在 真空 或 自由 空间 中 一 0。 
将 上 述 关 系 代 入 式 (3, 142), 有 


B= (lx IH- wuH= nH (3, 144) 


式 中 , Am 二 1 十 Xn: 称 为 媒质 的 相对 导 磁 率 , 它 也 是 一 个 无 量 网 的 标量 或 常数 。 真 空中 ， 
Ar 一 1; 顺 磁 介 质 , pr > 1; 抗 磁 介质 , p 之 1。 对 于 简单 媒质 ,x 和 p, 均 是 常数 ,有 是 满足 
V，H 二 0; 对 非 磁 性 媒质 , 因 其 六 接近 于 1, 故 通常 假定 上 = 1; 对 铁 磁 介质 ,jp 可 达 数 干 
或 昔 高 ;对 各 向 异性 媒质 , 式 (3, 143) 不 再 适用 ,此 时 BB、H 种 肝 不 再 具有 相同 方 间 ,相对 于 
磁 率 也 不 下 是 标量 ,而 是 张 量 。 
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3.3,4 各 磁 场 的 边界 条 件 


嵌 场 经 过 两 种 媒质 分 界面 时 ,再 , 瑟 等 场 量 会 砾 生 变化 。 报 据 第 2 章 中 推导 两 种 不 同 媒 
质 交 界面 处 边界 条 件 的 思路 ,容易 导出 静 磁 场 的 边界 条 件 。 

1)yB 和 于 的 边界 条 件 

对 磁感应 强度 五 ,有 


HH,, * BR — B,) 一 遇 或 Bi, = Bs C3, 1l45) 


这 表明 在 两 种 蓄 介 质 的 分 界面 上 ,尽管 磁感应 强度 的 法 向 分 量 连续 ,但 因 古 关 pp, 从 而 
五 关 卓 ws， 上 故 磁 场 强度 的 法 向 分 量 不 连续 。 
对 磁场 强度 下 ,有 


a, XxX (Hi— H:} = J; 或 Hi,— Hs,= js (3. 146a) 


督 Js 二 0, 则 有 
a X《 下 一 再 ) 一 0 或 ,= FH, (3. 146b) 


这 表明 ,在 两 种 不 同 媒 质 分 界面 上 ,磁场 强度 的 切 向 分 最 不 连续 ,其 差 值 等 于 面 电 流 密度 的 
大 小 , 面 当 Js 一 0 时 ,磁场 强度 的 切 向 分 最 连续 。 

应 指 : 1 , 当 两 种 媒质 是 顺 磁 介质 或 抗 磁 介 质 时 ,因为 这 两 类 介质 的 A Ho: 分 界面 上 磁 
场 方向 改变 很 小 , 改 可 忽略 磁场 方向 的 改变 。 例 如 在 水 和 玻璃 的 分 界面 的 两 侧 磁场 连续 , 即 
HH 二 Hi 但 并 铁 克 介 奈 和 非 磁 性 媒质 的 分 界面 上 , 因 前 者 的 x 比 后 者 大 得 多 , 故 非 磁性 媒 
质 中 磁场 强度 的 方 条 几乎 与 分 界面 乘 丰 . 

2) 和 的 边界 条 件 

对 矢量 傍 位 上, 可 出 如 =YX 盘 以 及 如 和 三 的 边界 条 件 导 出 , 即 

a * (VXALI—YYXA)=0 
| {3.147) 


上 


aX (二 YX 和 一 二 YX 年) 一 杰 


例 3.9 一 羊 径 为 4, 通 有 电流 为 了 的 无 限 长 的 直 导 线 , 其 下 部 分 垂直 埋 人 学 伴 率 为 j 
的 均 杀 伴 介 质 中 ,如 图 3. 17 所 示 。 求 在 空气 
机 磁 介质 的 两 个 区 域 中 磁感应 强度 和 位 场 强 
度 以 及 各 分 界 画 处 的 东 缚 面 电 流 密度 。 

解 : 在 至 气 中 ,根据 安培 环 路 定律 : 


I 
PH .dl 二 了 有 有 H = (到 jes, 则 


I 
Bl =H = de 5 
I 图 3.17 二 直 至 入 磁 介 质 
在 位 介质 中 ,有 H; = (gir jar 则 | 中 的 长 直 竺 线 
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二 
8B, = 
于 是 , 磁 介 质 中 的 磁化 强度 为 
一 更 是 = 工人 一 
M 一 H; = gr la 


这 样 ,在 导线 和 磁 介 质 的 分 界面 上 ,束缚 面 电流 密度 为 


a ek ES 
ss — (MX a) | = ep FF 1) Xx 7) | = gr la, 


而 在 空气 和 磁 介 质 的 分 界面 上 ,有 


jos = CM 江 A, ) [2 = Hr Tp 1) 2 妇 。 一 Tp ] 而, 


3.3.5 电感 


在 恒定 电流 产生 的 静 磁 场 中 , 穿 过 导体 系统 的 磁 链 与 产生 该 磁 链 的 电流 之 比 即 为 导体 
系统 的 电感 ,因此 电感 有 自 感 和 互感 之 分 。 

1) 自 感 

假设 系统 中 的 导体 回路 由 NN 蚂 导 线 绕 成 ,其 磁 链 即 为 各 于 导线 回路 的 磁 通 量 之 和 。 奉 
各 熙 导线 密 绕 , 则 可 认为 与 每 一 下 导线 回路 交 链 的 磁 通 量 相同 ,这 样 可 近似 认为 磁 链 一 
NB , 或 


四 一 N| B.ds 《3. 148) 
s 


式 中 ,下 数 NN 可 小 于 1。 

假设 导体 回路 存在 的 空间 中 不 存在 铁 磁 材 料 , 即 空间 中 填充 线性 媒质 ,此 时 磁 通 量 密度 
与 产生 它 的 电流 成 正比 , 因 面 与 导线 回路 交 链 的 磁 链 也 与 电流 成 正比 , 当 静 磁场 由 导线 回路 
中 的 电流 产生 时 , 穿 过 回路 的 磁 链 与 电流 之 比 即 为 自 感 , 记 为 工 , 即 


人 和 (3. 149) 


式 中 ,上 称 为 问 路 的 自 感 系数 ,简称 为 自 感 ,单位 为 H。L 的 大 小 决定 于 回路 的 尺寸 和 形状 ， 
还 与 媒质 的 导 磁 率 有 关 ; 但 与 电流 无 关 ，。 

由 于 导线 的 截面 积 一 般 为 有 限 值 ,因此 磁 链 可 同时 穿 过 导线 外 部 和 导线 内 部 。 穿 过 导 
线 外 部 的 磁 链 称 为 外 磁 链 ,用 亚 , 表示 , 它 对 应 的 自 感 称 为 外 自 感 ,用 工 , 表示 ; 穿 过 导线 内 
部 的 磁 链 称 为 内 磁 链 ,用 妥 表示 , 它 对 应 的 自 感 称 为 内 自 感 , 用 工 , 表示 , 即 


LL 一 里 一 守 + 字 =L 二 + (3, 150» 


计算 内 磁 链 时 ,与 内 磁 通 元 d 否 租 交 链 的 电流 只 是 部 分 电流 ,因此 相应 的 在 数 N 应 为 小 于 1 
的 分 数 焉 数 。 分 数 臣 数 等 于 内 磁 通 元 dB 交 链 的 那 部 分 电流 工 与 全 部 电流 之 比 。 于 是 内 


蔽 链 元 dW 一 子 dB ,而 内 磁 链 为 


名 绚 游 HF 网 WwWw.freekaoyan.com 


* 86 。 电磁 场 理论 与 微 试 技术 基山 


V =| 3do (3.151) 


这 样 ,利用 上 式 可 求 得 于 ,从 而 可 得 内 自 感 L;。 
例 3.10 求 半径 为 a 的 无 限 长 直 导 线 ( 导 磁 率 为 jm) 的 单位 长 度 内 上 征 感 。 
解 :选取 圆柱 学 标 系 如 图 3. 18 所 示 , 设 电流 工 沿 = 方向 流动 。 由 安培 环 路 定律 可 得 导 
线 内 部 距 导线 轴线 为 > 处 的 磁 通 量 密度 为 


B, 一 fia, (3. 152) 


导线 内 部 的 磁力 线 是 以 轴线 为 中 心 的 同心 贺 ， 
震 取 无 限 长 直 导 线 的 一 段 长 度 为 六 则 在 长 为 
i 的 范围 内 , 穿 过 了 处 宽 为 由 的 矩形 截面 的 内 
磁 通 元 为 dB5; 二 B.dS 一 Bldr, 而 以 7 为 半径 
的 圆柱 面包 围 的 电流 工 = 严 关 /me = 一 rT/a’。 
于 是 ,内 磁 链 元 dz 为 


a ar tT 
dW 二 7 De 


dr (3.153) 


图 3.18 一 般 长 直 避 线 
故 长 嵌 为 1 的 导线 维 截 面 上 的 内 磁 链 为 


= | daw = | ra = 的 (3. 154) 


所 以 ,长 让 导线 单位 长 度 的 内 日 感 上 ,为 


EN 
Li EH (3, 155) 


此 式 可 认为 是 单 还 线圈 构成 的 蛙 线 回路 的 单 
位 长 度 的 内 自 感 ,因为 导线 回路 尺寸 一 般 比 旱 
线 横 截面 的 尺寸 大 得 多 , 载 流 导 线 岂 路 的 内 部 
磁场 可 近似 认为 与 无 限 长 载 流 青 导 线 内 部 的 
磁场 相同 。 

2) 互感 

设 线性 媒质 ( 导 磁 率 为 po) 中 有 两 个 彼此 
靠近 的 线圈 ,如 图 3. 19 所 示 , 当 第 1 个 线圈 中 
通 有 电流 降 时 ,此 电流 产生 的 磁力 线 除 了 穿 过 
自身 线圈 外 ,还 有 一 部 分 与 线圈 2 相交 链 。 由 线 


图 1 中 的 电流 1 所 产生 的 而 与 线圈 2 相交 链 的 六 AAA 
磁 链 , 称 为 互感 位 链 , 记 为 村! 。 于 是 ,定义 线圈 图 3.19 两 个 彼此 徘 近 的 线 


1 对 线圈 2 的 互感 (或 称 互 感 系数 )La 为 图 中 的 磁力 线 分 布 
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Ls = Ea C3. 156ay 
1 
同样 ,线圈 2 对 线圈 1 的 互感 工 ,为 
Li 一 了 =L =M 3. 156b) 
2 


若 线 圈 1 中 通 有 电流 也 ,线圈 2 开路 ,如 图 3. 19 所 示 。 穿 过 线圈 2 的 总 磁 链 可 表示 为 
Bo 一 Ne| B, | ds, 一 - | CV 1 自 由 护 。 一 N 中 闸 | 生 dl, (C3, l157) 


式 中 ,8B, 为 线圈 1 中 的 电流 工 在 线圈 2 中 产生 的 厂 通 量 密度 。 由 于 线圈 1 的 电流 在 线圈 2 
中 任意 点 产生 的 矢量 磁 位 A1 为 


一 此 2 和 dh (3. 158) 


将 上 式 代 入 式 53.157) ,得 


Wr, 一 多 人 2 中 中 Qe dll 


因此 ,由 线 轩 1 中 的 电流 在 线圈 2 中 引起 的 互感 为 


jo 上 和 (3.159) 


类 似 可 得 二 as 的 表达 式 , 它 同 式 (3. 159) 完 全 相同 , 即 1 = La 一 M, 式 (3. 159) 称 为 计算 互感 
的 纽曼 (Neumannm) 公 式 。 由 此 式 可 见 , 互 感 的 大 小 与 两 导 续 回路 的 扩 寸 .形状 .相对 位 置 及 周 
围 填充 媒质 的 特性 有 关 , 而 与 回路 中 的 电流 无 关 。 应 指出 ,由 于 式 (3.159) 是 二 重 积分 的 表达 
式 , 计 算 任意 两 个 线圈 间 的 百感 一 般 较为 复杂 ,所 以 直接 利用 式 (3.156) 求 解 互 感 通 党 更 简单 。 
对 于 由 NN 个 载 流 导线 回路 构成 的 线性 系统 的 互感 求解 问题 ,也 可 羔 似 进行 分 析 , 这 里 
不 青 装 述 。 


3.3.6 痊 磁 场 的 能 量 .能 量 密度 及 磁场 力 


1) 静 磁 场 的 能 量 与 能 量 密 度 
电流 回路 在 静 磁场 中 要 受到 作用 力 ,说 明天 磁场 中 储存 着 能 量 。 吏 磁场 储 能 的 建立 需 
要 时 间 , 其 过 程 是 以 电源 与 回路 接 通 开始 一 直到 回路 中 的 电流 达到 稳定 值 为 止 。 先 考虑 自 
感 为 的 单个 N 下 线圈 中 的 俏 能 。 设 此 线圈 在 :一 0 时 刻 与 电源 相连 接 , :一 0 时 线 图 中 电 
流 为 零 ,然后 电流 i 将 从 零 逐 源 增加 到 稳定 值 1。 当 线 图 中 的 电流 i 增加 时 ,在 线圈 的 两 站 
就 感应 出 电动 势 《一 一 NN 5 亚 ， 它 将 阻止 线圈 中 电流 ; 的 增加 。 为 了 维持 线 图 中 电流 ; 持续 
增加 ,电源 必须 供给 线圈 能 量 , 在 时 间 dt 内 做 功 为 
dWhn =— Sidt = iNd® (3. 160) 


”免费 考研 网 www.freekaoyan.com 


， B88 +: 出 册 境 理论 与 积 波 技术 基础 


式 中 , 负 号 表示 当 电 流 守 增加 时 ,电源 供给 线圈 能 基 或 线圈 情 能 ， 计 是 ,由 上 式 可 得 电源 做 
的 总 功 环 ,一 Nlidg. 对 线性 系统 , 因 Nd@ 二 Ldi 以 及 Ng 二 LI1, 从 而 有 


1 
W, =| Liidi, = LT SIN® Iy (3.161) 


这 个 功 应 以 磁场 能 量 的 形式 储存 起 来 。 这 表明 , 若 电感 为 工 的 单 蛮 线 圈 中 通 有 电流 1 时， 
此 线 峰 中 的 储 能 为 
| 


Wh, = pF C3. 162) 

再 考虑 如 图 3. 19 所 示 的 两 个 耦合 线圈 中 的 储 能 。 若 设 更 为 通 有 电流 卫 的 线圈 ] 中 

的 总 磁 通 量 , 则 盏 | = Bi 十 年 s， 忒 中 囊 : 为 线圈 2 中 无 电流 时 ,由 线圈 1 所 产生 的 磁 通 量 ， 

Bz 为 线 图 1 中 万 岂 流 时 ,由 线圈 2 中 的 电流 产生 与 线圈 1 变 链 的 磅 通 量 。 同 样 ,与 线圈 
2 交 链 的 总 磁 通 晶 为 ®; 二 名 s 十 包 r。 于 是 , 按 式 (3. 161) 可 得 线性 系统 中 储存 的 总 能 量 为 


W, FN® 1 十 二 Ng 广电 + 


= 一 Ni@ul, 二 二 Ni 上 十 3 Ns go 7 Neal 


i ， 
FL + Fl LT + 他 La 十 信 Le 三 = 3 Pe yo 3 了 
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一 般 邮 , 若 线性 媒质 填充 的 空 局 中 有 个 载 流 也 路, 则 此 线性 系统 的 磁场 能 量 可 宙 式 
(3. 163) 推 广 得 到 ,期 


] nn 
W, 一 到 之 下 证， (3. 164) 


同 静 电场 迟 况 类 似 , 利 用 式 (3.164) 可 导出 用 磁场 的 体积 分 表示 的 令 场 储 能 的 计算 式 。 
这 时 不 作 具 体 挫 导 , 只 提供 同 静 电场 中 类 似 的 磁场 能 量 的 表达 式 , 即 


W = | asd | B. HdV (3. 165) 
到 


式 中 ,xe 一 B，H/2, 称 为 磁场 能 量 密度 。 
对 简单 媒质 ， 


we = HH /2, (3,186) 


例 3.11 求 如 图 3.20 所 示 的 长 为 2 内 
外 导体 的 内 外 半径 分 别 为 a， 上 冲 及 c,d 的 同 轴 
线 的 自 感 。 

解 : 没 同 轴线 内 外 导体 中 通 有 大 小 相等 . 方 
后 相反 的 电流 了 并 选用 圆柱 坐标 系 。 采 用 求 
解 各 区 域 对 应 内 处 自 感 的 方法 求解 总 的 莫 感 。 图 3.20 园 轴 线 的 横 载 面 
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中 求 内 导体 的 内 目 感 工 ， 
在 a 乏 7 所 训 区 域 ( 区 域 1 中 ,由 安培 环 路 定律 ,可 得 
A 
B: = Dn (3. 1]87) 


于 是 ,长 度 为 ! 的 内 导体 纵 截 面 上 的 磁 链 元 6 业 ; 为 
168) 


Hitdr ls _ pAddr (7 — oa) 
2 ar (C3, 


i 四 
Tr gr Tg 


有 所以, 区域 1 对 应 的 内 目 感 i 为 
-1 工大 一 全 
J Tay, 一 2 可。7 (和 Wy 


"lt 1 S 站 — a Tr 
es a re ( 一 如 + 二 arin 字 ) {3.169) 
加 求 内 外 导体 间 的 外 自 感 了 
在 5 和 7 所 < 区 域 ( 区 域 2) 中 ,由 安培 环 上 路 窒 律 ,得 
I 
B, — Sae (3. 170) 
于 是 ,外 目 感 工 . 为 
lf, Hots Ee 
A | atdr 一 Hein ¢ (3. 171) 
加 求人 外 导线 的 内 自 感 工 。 
在 < 扫 > 氨 坟 区 域 ( 区 域 3 中， 由 安培 环 路 定律 ,得 
TI 和 一 人 wl or 
人 ll 和 = ja 和 | — ja 43. 172) 
于 是 ,外 导体 的 内 目 感 工 ; 为 
__ [ls rAd A 
Ls -| TPs 加 站 | 
2 4 1 | 
= 全 (三 (和 二 一 十 十 cm 你 (3, 173) 


所 以 ,该 同 轴线 的 总 自 感 为 
| fot 上 At 1 了 1 Ya 4 直 看 
[一 工 ,十 世 十 Le 一 各 器 志 十 和 | 二 所 a) ub 二 a 十 ai 全 睹 


et l [tin 人 | 


2x (cid 
此 题 也 可 按 式 (3. 162) 通 过 求解 磁场 总 情 能 的 思路 求 自 感 。 


2) 用 虚 屏 移 法 求 磁场 力 
载 流 导线 回路 或 磁铁 在 外 磁场 中 要 受到 磁场 的 作用 力 ,除了 可 以 应 用 安培 环 路 定律 和 


《3. 1741 
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洛 仑 兹 力 公式 计算 磁场 力 外 ,磁场 对 载 流 回路 和 磁铁 的 作用 力 , 网 样 可 和 采用 虚 位 移 法 求 得 。 
应 用 虚 位 移 法 求解 磁场 力 有 以 下 两 种 情况 。 

(1) 磁 通 景 不 变 

假设 茶叶 线 回 路 或 系统 中 的 填充 媒质 在 虚 位 移 过 程 中 所 有 回路 所 交 链 的 磁 通 量 保 持 个 
变 , 此 时 外 源 对 系统 所 做 的 虚 功 等 于 零 。 因此 ,磁场 力 所 伐 的 虚 功 应 等 于 磁场 能 量 的 减少 
量 , 由 此 可 推 得 


F, 一 一 一 二 或 Fs 一 一 双环 。 (3.175) 


(2) 回路 电流 不 变 

假设 某 叶 线 回路 或 系统 中 的 填充 媒质 在 虚 位 移 过 程 中 所 有 载 流 回 踏 中 各 点 的 电流 密度 
保持 不 变 , 即 外 源 对 系统 所 做 的 虚 功 不 等 于 零 。 因 此 , 虚 位 移 过 程 中 磁场 力 所 做 的 机 械 功 一 
定 等 于 系统 内 所 储存 的 磁场 能 量 的 增加 量 。 由 此 可 推 得 


oe 全 或 F, 二 VW, C3, 176a) 
T= eanat, 
特别 地 ,对 两 个 导 钱 回路 的 系统 ,上 式 可 表示 为 
dL 
Fi:= 1 1 ——— 或 Fi= DLVYL,) £3, 176b) 


7 


例 3.12 图 3,.21 所 示 的 一 WU 形 电 磁铁 ,其 中 通过 六 
下 线圈 的 电流 工 在 磁 路 中 产生 磁 通 为 下 , 铁 芯 的 截面 积 
为 S$。 求 稀 铁 受到 的 磁场 力 。 

解 ; 因 电磁 铁 , 空 气 际 和 衔 铁 中 的 磁 通 量 宙 相同 , 故 可 
用 鲁 二 const, 的 对 应 公式 求解 。 

设 电 磁铁 两 截面 与 衡 铁 间 的 距离 为 y, 其 正 向 如 图 3. 
21 所 示 。 由 于 系统 中 总 的 磁场 储 能 不 。 = 剑 。 十 玖 十 
研 w， 其 中 厂 。， Wme， 玉 ws 分 别 为 U 形 电 磁铁 ,空气 陵 和 
衡 铁 中 的 磁场 能 量 。 显 然 , 研 ww ， 印 is 为 性 定 值 ,与 衡 铁 受 图 3.21 可 形 电 碎 铁 
到 的 磁场 力 无 关 。 因 此 ,可 只 求 空气 际 中 的 磁场 能 量 ( 即 
系统 中 磁场 能 量 的 变化 部 分 )， 即 


i Br’ ” i Ti 
Wh 二 = = 一 : ee | 一 一 一 = | 二 
J wm 人 |， 二 Ed v 2p ov 200 人 0 2 3 


则 衡 铁 受到 的 磁场 力 为 


aW $i 
F = rm2 | 
dy 二 二 t HS 
DI 
或 FF; = pt 


式 中 , 负 号 表明 衔 铁 受 到 的 磁场 力 是 吸力 。 
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习 题 


已 知 半径 为 “ 体 电 荷 密度 6 一 内 | 1 一 ( 广 )】| 的 带电 体 被 一 内 半径 为 6(6 >> a) 、 外 平 
径 为 上 的 同心 导体 球 壳 所 包围 。 求 空间 各 点 处 的 电场 强度 和 电 人 性 。 
已 知 一 静止 点 电荷 QQ 位 于 圆柱 坐标 系 中 的 吉 po {as 可 ， 一 4 处 ， 


求 :中 此 点 电荷 在 直角 坐标 系 中 点 bu a, au) 处 产生 的 电场 强度 ; 

{点 轧 处 的 电场 强度 在 球 坐 标 系 中 的 表达 式 。 
一 介 电 常数 为 上 的 无 限 大 介质 外 加 均匀 电场 下。 一 GE 介质 中 有 一 半径 为 a 的 球形 
空 腔 。 求 空 腔 内 外 的 电场 强度 和 空 腔 表面 的 束缚 面 电 茶 密 度 。 
在 面积 为 aXb 的 两 平行 电极 间 填 充 两 种 无 耗 介 质 , 介 上 质 层 的 分 界面 与 极 板 平行 ,介质 
层 的 厚度 和 介 电 常数 分 别 为 di， dd 和， ;两 极 板 间 加 电压 为 U, ,如 图 3.22 所 示 。 
中 如 出 两 种 介质 中 电场 强度 的 表达 式 ，; 
他 导出 介质 分 界面 上 的 束缚 面包 荷 密度 的 表达 式 ; 
地 求 两 种 介质 分 界面 上 单位 面积 所 受到 的 电场 力 的 表达 式 。 


mr 本 1 
a 


图 3,22 题 3-4 附 转 图 3.23 题 3-5 峙 团 


如 图 3.23 所 示 的 无 限 长 同 轴 圆 柱 的 内 .外 有 导体 半径 分 别 为 上 和 户 , 两 导体 间 和 00 实 区 所 
9; 内 十 充 介 电 常数 为 e 的 理想 介质 ,内 外 导体 间 的 电压 为 [mv 。 
求 ;中 内 、 外 导体 间 的 电场 强度 和 电 通 量 密度 ; 

图 导体 表面 上 单位 长 度 的 和 带 电量 所 。 
已 知 球形 电容 器 的 六 导体 半径 为 民 ， 外 导体 内 半径 为 民 ， 其 间 区 域 1 介质 1) 和 区 域 
2( 介 质 2) 中 分 别 填充 介 电 常数 为 E 和 Es 的 均 习 介质 ,如 图 3.24 所 示 。 设 内 球 壳 带 
电荷 为 加 ,外 球 壳 接地 。 
求 :中 两 球 过 司 的 电场 强度 和 电位 的 表达 式 ; 

加 两 球 沈 司 束缚 体 电 荷 密度 以 及 各 介质 表面 上 的 束缚 面 电 荷 密度 的 表达 或; 

罗 各 导体 表面 上 的 自由 面 电荷 密度 的 表达 式 。 
如 图 3.25 所 示 , 两 无 限 大 平行 导体 平板 间距 为 bp, 上 板 电 位 VW 二 Vo, 下 板 电 位 为 零 ， 
其 间 有 一 块 与 上 板 各 站 连接 的 无 限 长 直 导 体 平 面 薄片 ,宽度 为 (5 一 d), 电 位 VW 二 Vi， 
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求 两 平行 导体 板 间 竟 电 位 分 布 。 
~ 
FF= FF 
sp 于 
1 
di y=0 
, | z 
用 3.24 划 3-6 附 图 图 3.25 是 3-7 附 图 


3-8 一 引 形 导体 杰 由 两 部 分 构成 ,如 图 3.26 所 示 。 两 平行 导体 板 的 电位 分 别 为 Vo 和 零 。 
求 导 体 模 内 的 电位 分 布 。 

3-9 如 图 3,27 所 示 , 丰 yy 二 0 和 yy 二 户 处 放置 两 块 无 限 大 的 平行 接地 导体 板 , 在 = 二 0 处 
放置 一 块 与 平行 导体 扳 相 疙 妖 的 垩 直 导 体 板 , 其 电 性 为 Ve。 求 三 块 导 体 板 间 的 电 人 性 


分 布 。 
? 
二 必 
| Ee y= 6 
Lr [ ee | 
0 于 oO TT 
图 3.26 显 3-8 附 转 图 3.27 是 3-9 附 转 


3-10 设 直 前 坐标 系 的 xOz 平面 上 的 电位 由 工 方向 上 志 焉 波 决 定 ， 如 图 3.28 所 示 , 电 柱 与 
zz 无关。 求 空间 中 性 一 点 处 的 电 住 分 布 。 


十 二 一 十 所 —F 


图 3.28 题 3-10 附 图 


3-11 两 尺寸 相同 ,面积 很 大 的 正方 形 导 体 板 相 成 一 非 平 行 的 空气 电容 串 , 两 导体 板 间 的 
夹 前 为 ,如 图 3.29 所 示 。 外 略 边 朱 效应。 
求 : 四 当 两 极 板 上 分 别 带 有 大 小 为 入 的 异 号 电荷 时 ,该 电 窜 器 内 的 电位 .电场 强度 以 
及 征 械 上 的 面 电 茶 艾 度 ; 
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人 内 两 极 板 闻 加 有 电压 Us, 时 ,该 电容 器 内 的 电 住 、 电 场 强 度 以 及 极 核 上 的 面 电 


荷 密度 ; 
@ 电容 器 的 电容 。 
PP 人 
图 3,29 是 3-11 和 附 图 图 3.30 题 3-12 附 图 


如 图 3.30 所 示 ， 一 半径 为 百 的 无 限 长 导体 站 国术 面 内 ,在 多 一 0 和 有 一 工 的 平面 上 旋 
有 三 块 导 体 片 A,。 BC。 卫 片 宽 为 24 ,中心 线 与 较 柱 面 的 轴线 重合 。 和 和 CC 片 的 宽 
均 为 tp 一 0) (但 和 A， BB 及 B,C 之 间 留 有 继 际 )。B 片 的 电 人 性 为 Vo, 态 ,C 片 和 圆柱 面 
的 电 性 均 为 堆 。 求 圈 柱 面 内 的 电位 的 尺 达 式 。 
自由 空间 中 有 一 无 限 大 的 理想 接地 导电 平面 ,其 上 方 卢 处 有 一 点 电荷 gj， 电荷 处 于 均 
各 电场 (一 Eoa.) 中 。 
中 若 访 点 电荷 受 力 为 霍 , 则 片 为 何 值 ? 
中 若 该 点 电荷 原先 置 于 中 所 得 值 的 一 半 处 ,要 使 该 点 电荷 向 和 二 9 访 向 运动 ,所 需 
的 最 小 初速 度 为 多 少 ? 
真空 中 吝 一 半径 为 尼 的 金属 球 遍 ,已 知 一 带电 量 为 妨 的 点 电荷 放 在 距 球 安 距 离 为 
d (d > RR) 处 ， 
中 导出 金属 球 这 外 任 一 点 处 的 电场 强度 和 电 住 的 表达 式 ; 
全 导出 合 属 球面 上 各 点 处 的 电场 强度 和 电位 的 表达 式 , 计 写 出 电场 强度 出 现 最 大 值 
处 的 电场 强度 的 表达 式 ; 
(中 若 将 金属 球 亮 接地 , 则 情况 如 何 ? 
真空 中 ,一 上 不 径 为 a 的 不 接地 时 体 球 之 内 距 球 心 为 上 (之 4) 处 放 一 点 电 亲 加 ， 
求 :OD 球 内 外 任 一 点 pp; 及 点 记 , 处 和 球 壳 上 的 电位 表达 式 ; 

全 球 沉 内 点 电 靖 局 所 受到 的 电场 力 。 
一 半径 为 吕 的 接地 可 怀 球 外 有 一 段 线 电 蔡 密 度 为 的 列 匀 带电 线 , 已 知 带 电线 段 和 与 
导体 球 的 近 端 距离 球 心 为 有 带电 线 长 为 7 且 带 电线 处 于 = 轴 上 ， 如 图 3.31 所 示 。 
DD 求 出 链 像 电荷 的 电荷 量 ; 


总 


FT 


I 
图 3.31 精 3-16 附 图 图 3.32 题 3-17 附 图 
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3-20 


3-21 


加 导出 任 一 点 上 处 的 电 往 表 达 式 ; 
?导出 带电 线 所 受 的 电场 力 。 
在 一 半径 为 Ri 的 接地 导体 球 和 外 有 一 球 心 相 同 、 半 径 为 Ra 的 部 分 导体 球 沉 ,此 球 虎 
对 球 心 的 张 角 为 2 外 ,如 图 3, 32 所 示 。 部 分 球 亮 上 均匀 分 布 面 电荷 且 窗 度 为 ps。 
中 导出 接地 时 体 球 与 部 分 球 亮 闻 之 轴 上 任 一 点 亡 《 民 ,8 gp) 一 pCR,， 0 ,0 ) 处 的 电 
世 表 达 式 ; 
四 求 出 接地 蛙 体 球 上 及 点 的 面 电荷 窒 度 psn 的 表达 式 。 
真空 中 ,一 半径 为 的 导体 球 带 有 电荷 名 , 球 外 有 一 点 电荷 Qz, 距 球 心 的 距离 为 卢 。 
车 信和 QQ 均 为 正 电 荷 ， 
他 求 导体 球 内 外 性 一 点 电位 的 表达 式 ， 
回 求 点 电荷 和 受到 的 电场 力 的 表达 式 , 并 导出 使 点 电荷 @@ 所 受 的 力 为 吸力 时 外 | 
和 和 同 应 满足 的 关系 式 。 
已 知 处 于 下 半空 间 的 大 地 ( 视 为 理想 导体 ) 与 上 半空 间 交 于 = 一 0 平面 ,上 半空 间 
(之 0) 中 有 一 半径 sa 一 10mm 的 圆柱 形 导线 ,导线 轴线 平行 于 大 地 平面 且 两 者 相 
距 严 一 10m。 
求 ;中 圆柱 形 导线 与 犬 地 间 单 位 长 度 的 电容 
加 若 辐 柱 形 导 线 与 地 面 间 的 电压 Lo 二 100 V, 求 地 面 对 导 线 单 位 长 度 的 作用 力 。 
同 轴线 内 外 导体 半径 分 别 为 中 和 ,其间 填 充分 质 的 电导 认为 5, 设 出外 导体 间 的 电 
压 为 Us。 求 此 同 轴线 单位 长 度 的 电阻 以 及 功率 损耗 。 
两 种 导电 媒质 交 于 zx 二 0 处 的 平面 ,媒质 1 (z 污 0) 的 电 参 数 为 61 一 4.6; jn 一 1， 
mi 二 30 4S/m; 媒质 80z 扫 0 的 昌泰 数 为 ke 一 9.2, jg 二 1, 一介 nS/m。 已 知 
媒质 2 中 的 体 电流 密度 J， 一 ] 入 /mm, 与 分 界面 法 线 的 夹 角 为 山 二 80"。 
求 :中 ) 媒质 1 中 的 体 电流 密度 J 以 及 与 分 界面 法 钱 的 夹 衣 外 
加 分 界面 上 的 面 电荷 密度 。 
两 块 电 导 率 分 别 为 0 和 三 * 硅 度 为 严 的 金属 薄片 区 成 一 扇形 弧 片 ,如 图 3.33 所 示 。 
两 金属 薄片 的 介 电 常数 培 为 印 , 且 已 知 电极 上 ,， 五 的 电导 率 远 大 于 钙 和 ,电极 访 ， 
B 间 竟 电压 为 UU,。 
中 求 新 片 内 性 一 点 的 电 往 ; 
二 求 总 电流 以 盈 电 家 上 ,人 了 间 的 电阻 
辐 在 两 种 媒质 分 界面 CD 处 ,J 及 也 的 值 是 否 有 突变 ? 
四 来 分 界面 CD 上 的 面 电 荷 密度 。 


Fi 
全 桔 | 
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图 3.33 是 3-22 附 转 图 3. 34 题 3-24 附 图 
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第 3 章 静态 场 = Qo * 


”一 球形 电容 器 的 内 外 半径 分 别 为 RR 和 民 。 ,其 闻 盾 充电 导 兴 为 o 的 非 理想 媒质 ,已 各 


肉 外 导体 间 的 电压 为 mn。 
来: 名 球形 电容 器 内 外 了 导体 间 的 电位 和 电场 强度 ; 

加 此 电容 器 的 漏电 阻 。 
一 肉 , 外 半径 分 别 为 a， 上 ,长 为 1 的 同 轴 空 气 电 容器 被 二 直 地 部 分 浸入 介 电 常数 为 6， 
比重 为 p. 的 液体 中 ,如 图 3. 34 所 示 。 已 知 肉 外 导体 闽 施 加 的 电压 为 LTn 求 液体 在 
电容 器 内 上 升 的 高 度 产 。( 注 :电容 器 外 液 面 高 度 不 随 电 容器 内 落体 升 高 而 改变 , 重 
力 加 速度 为 5) 
自由 空间 中 有 一 载 直流 的 无 限 长 直 导 线 平 行 于 y 翰 , 位 于 工 一 1 旭 ,z 一 一 3m 处, 沿 
正 yy 轴 方 向 流动 的 电流 了 = 二 0.1 访 。 求 坐标 原点 处 的 磁 通 量 密度 ， 
已 知 国 柱 华 标 系 中 ,磁场 的 磁 通 量 密 度 昌 二 qs(1/T) T, 求 穿 过 (1 女 扫 3) mi 
(哈达 z 所 1) m 所 限定 面积 的 磁 通 量 ， 
已 知 直 角 坐 标 系 中 ,区 域 |z| 扫 @ 中 存在 恒定 电流 密度 
J 一 Joa， 求 各 区 域 中 的 磁场 强度 。 
自由 空间 中 ,车 两 根 间 距 为 (2c 十 5) 的 半 无 限 长 的 载 直 
流 了 导线 在 近 处 弯 亲 成 如 图 3.35 所 示 的 形状 ,好 户 点 处 
的 磁感应 强度 召 的 表达 式 。 人 
真空 中 , 载 直 流 为 工 的 两 根 半 无 限 长 直 导 线 {( 盘 直 于 
XOy 平面 ) 和 一 半径 为 a 的 有 续 口 回环 形 导 线 ( 处 于 XDOY 平面 内 ) 构 成 回路 ,车 缺 呈 
的 张 角 为 60 , 求 环 心 处 的 本 感应 强度 。( 注 ;电流 方向 尾 取 ) 
真空 中 ,间隔 为 25, 载 直流 为 了 的 两 禄 六 无 限 长 弯 折 成 直角 的 直 导 线 和 一 半径 汶 
a( 二 25), 图 心 角 为 2a( 一 240") 的 加 弧 形 导线 构成 回路 ,如 图 3. 36 所 示 。 求 图 颖 中 
心 户 点 的 脱 感 应 强度 是 。 
在 一 半径 为 ,电流 密度 均匀 分 布 的 无 限 长 导体 圆柱 内 部 有 一 半径 为 a 且 轴 线 与 图 
柱 导 体 轴 线 平 行 的 无 限 长 空心 图 柱 ,两 者 轴线 相距 为 ,如 图 3.37 所 示 。 设 导体 国 
柱 中 的 电流 为 了, 且 横 哉 面 上 电流 密度 均匀 分 布 , 求 其 各 部 分 区 域 中 的 磁感应 强度 。 


可 3.36 题 3-30 附 图 图 3.37 题 3-3] 附 图 


两 种 磁 介 质 的 交界 面 位 于 y 十 = 一 1 王 处 ,已 知 和 包含 坐 宗 原 点 的 区 域 ] 中 填充 后 一 2 
的 磁 介 质 , 该 区 域 中 磁 通 量 密 度 盏 | 一 5a, 十 3a,T, 又 知 区 域 2 中 填充 ma 一 4 的 磁 介 
质 。 求 区 域 2 中 的 想 和 Ho,。 

一 对 长 直 导 线 中 间 训 一 天 形 线圈 ,它们 处 于 同一 平面 肉 , 几 和 何 尺寸 如 图 3. 38 所 示 。 
(DD 求 趣 形 线圈 与 长 直 导 线 间 的 束 感 ; 


电磁 场 理 论 与 袜 渡 扶 术 基础 
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加 若 长 真 导线 和 线圈 中 分 别 通 有 如 图 所 示 的 电流 了 和 荆 , 求 两 载 流 回路 间 的 相互 
人 必用 力 。 
3-34 一 同 轴 钱 的 内 导体 是 半径 为 避 的 图 三 .让 导体 是 内 外 导体 半径 分 别 为 百 和 " 的 圆柱 
面 。 内 和 外 和 叶 体 间 填 充 于 矿 率 分 别 为 和 ji 的 两 种 不 同 的 磁 介 质 , 如 图 3.39 所 示 ， 
谈 同 轴线 中 通 有 电流 为 【。 
求 :中 同 轴 线 中 单位 长 度 所 储 友 的 磁场 能 量 ; 
加 单位 长 度 的 电感 。 


图 3. 38 其 3-33 附 辐 图 3,39 题 3-3d4 附 图 
3-35 在 一 细 长 导线 附近 放置 一 邢 形 线圈 ,两 者 不 在 同一 乎 面 , 如 图 3.40 疡 示 .。 求 它们 间 
互感 的 表达 式 。 
3-36 求 如 图 3.41 所 示 竟 其 直 导线 和 和 圈 形 导线 回路 间 的 互感 ， 
t= 所 
Pl i 
EE + 了 
有 
4 
7 f 一 
of Te Hs 过 
如 
图 3.40 题 3-35 附 图 图 3,41 题 3-36 附 图 


3-37 如 图 3,42 所 示 ，, 蛙 磁 率 为 瑚 的 卸 形 磁 介 质 玫 部 分 播 入 碰 路 中 ,该 醚 路 由 娆 有 NN 于 线 
图 的 环形 电磁 铁 构 成 ,其 中 有 一 尺寸 为 上 XaXr 的 室 气 陈 。 试 求 该 磁 介 质 块 所 受到 
的 磁场 力 。 


和 i 
和 下 口 eh i FE ~ 
a 
rts-t pit He be ， 


图 3 43 题 3-38 附 图 
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一 内 、 外 半径 分 别 为 a, 5 的 很 长 的 同 轴 空气 电容 器 ,如 图 3. 43 所 示 。 内 外 导体 间 外 
加 恒定 电流 源 , 电 流 为 1。 现 将 此 空气 电容 器 重 直 地 部 分 浸入 叶 磁 替 为 ,密度 为 pp 
的 可 磁化 液体 中 。 求 液体 在 电容 器 内 上 升 的 高 度 及 。( 注 :电容 器 外 液 面 高 度 不 随 电 
容器 内 液体 升 高 而 政变 ,重力 加 过 度 为 g) 
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RE 第 一 
和 是 王 : 
平面 电磁 波 

在 第 2 章 中 ,我们 从 囊 克 斯 韦 方 程 组 出 发 导出 了 电场 和 磁场 满足 的 波动 方程 ,由 此 推论 

有 电磁 波 的 存在 。 本 章 将 讨论 平面 电磁 波 的 传播 规律 和 特点 , 即 从 最 简单 的 均匀 平面 波 人 
手 ,首先 讨论 充满 理想 介质 的 无 界 空间 中 均匀 平面 波 的 传播 特点 和 各 种 传播 参数 的 物理 意 


义 ; 其 次 讨论 充满 有 耗 媒 质 的 无 界 空间 中 均匀 平面 波 的 传播 特点 ;最 后 讨论 平面 波 的 极 化 方 
式 以 及 平面 波 遇 到 不 同 分 界面 时 发 生 反射 和 透射 的 问题 。 


4,1 理想 介质 中 的 平面 波 


4.1,1 平面 波 的 电磁 场 


假设 电磁 波 在 无 界 空间 充满 线性 均匀、 各 向 同性 理想 介质 的 无 源 区 域 中 传播 , 则 电场 
强度 和 磁场 强度 满足 的 齐 次 矢量 波动 方程 为 


| 
YE 一 pe 5 一 0 (4.1a) 


一 站 (4.1b) 


对 时 谐 电 磁场 而 言 ,电场 强度 和 磁场 强度 复 秋 量 满足 以 下 的 齐 次 矢 贡 变 姆 者 兹 方程 ， 
VE 二 -AE= 0. (4, 1c) 
YH+RH=0 {4.1d) 


式 中 ,上 二 ww Yue。 为 简单 起 见 , 选 择 电 场 强度 玉 沿 直角 坐标 系 的 x 轴 方 向 , 即 E = a,E,, 于 
是 ; 式 (4. 1c) 化 为 以 下 齐 次 标量 交 姆 霍 兹 方程 ; 


YE ++hRE,=0 《4.2 
设 on 仅 与 举 标 之 有 关 ,而 与 过 yy 无 关 , 则 上 式 简 化 为 
dE, 


二 RE,~=0 (4. 3) 


dz’ 
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此 方程 是 二 阶 线 性 齐 次 党 微分 方程 ,其 解 为 
E, = Bie Be =Lbr Bs (4. 4) 
对 应 的 瞩 时 值 表 达 式 为 
E(t) = Etcos(wi — kz) + Escos(wt + kz} = E(t Er(t) (4.5) 


式 中 ,第 一 项 的 相位 随 = 的 增加 而 逐渐 滞后 从 
后 ,表示 向 正 * 方 问 传 播 的 行 波 ,如 图 41 于 
所 示 。 考 察 wt 一 0 时 的 波形 Evycostwt 一 站) 
上 的 下 点 ; 当 t 从 wt = 0 增加 到 wt = /2 
时 ,只 有 随 : 的 增加 z 也 相应 增加 才能 保证 
相位 (wt 一 zx) 为 常数 ,以 使 原 波 形 上 的 AA 
点 到 达 虚 线 波 形 上 的 A 点, 即 态 点 消 正 z 
方向 从 = 点 移动 到 zs 点 ,而 两 点 处 的 电场 
值 不 变 。 同 样 地 , 式 中 的 第 二 项 的 相位 随 x 四 
的 增加 而 逐渐 超前 ,表示 向 负 z 方 向 传播 的 行 波 。 因 此 ,第 一 项 为 正 问 行 波 ,第 二 项 为 反问 
行 波 。 车 波源 发 出 的 波 沿 正 方向 传播 , 则 正 向 行 波 又 称 为 人 射 波 ,而 反 向 行 波 则 称 为 反射 
波 。 在 无 界 空间 中 传播 的 波 ,只 有 人 射 波 而 没有 反射 波 。 

为 定义 电磁 波 的 传播 参数 , 设 电磁 波 是 无 界 空间 中 传播 的 人 射 波 ,此 时 电场 强度 复 振 幅 
和 瞬时 值 分 别 次 


FE, = Exe*, E(t) = Ecos(twt — kz) {4.6) 


式 中 ,上 标 “ 十 ”已 略 去 ;EE 是 z = 0 处 电场 强度 的 振幅 ;wt 为 电磁 波 的 时 间 相 位 ;kz 为 电磁 
波 的 空间 相位 。 电 磁 波 的 室 间 相位 相同 的 场 点 所 组 成 的 昌 面 称 为 电磁 波 的 等 相位 面 (或 称 
波 前 . 波 面 ) ,等 相位 而 的 法 线 方向 指向 电磁 波 的 传播 方向 (e.)。 显 然 前 面 讨论 的 电磁 波 的 
等 相位 而 有 是 z = const. 的 平 而 ,因此 称 这 种 电磁 滤 为 平面 电磁 波 ( 简 称 平面 波 }。 又 因为 三 。 
与 zx,，y 无 关 , 即 在 * 二 const, 的 等 相位 而 上 各 点 场 强 相等 ,因此 这 种 等 相位 面 上 场 强 均 宁 
分 布 的 平 而 波 又 称 为 均匀 平面 波 ( 有 时 也 简称 为 平面 波 )。 均 匀 平 而 波 是 电磁 波 最 基本 的 形 
式 , 例 如 距离 坐标 原点 处 的 发 射 天 线 很 远 的 地 方 , 由 此 发 射 天 线 辐射 的 球面 波 在 面积 较 小 的 
球面 上 , 即 可 看 成 是 均匀 平 而 波 。 均 勾 平面 波 的 传播 可 看 作 无 数 波 面 一 个 紧 接 一 个 间 前 运 
动 的 结果 , 波 面 的 运动 速度 称 为 相 速 , 记 为 vz,。 可 以 考察 波 面 上 一 个 特殊 的 点 (如 图 4. 1 中 
的 下 点) ,这样 的 点 相应 于 cos( 直 一 上 起) = const, 或 wt 一 A 二 恒定 的 相位 值 。 于 是 ,由 此 可 
得 md 一 上 dz = 二 0, 故 相 加 为 

2 二 中 

dr 
这 表明 理想 媒质 中 等 相位 而 的 传播 速度 等 于 该 媒质 中 的 光速 。 

电磁 波 的 空间 相位 有 &z 变化 2r 所 经 过 的 距离 称 为 电磁 波 的 波长 ,用 4 表示 。 由 如 一 

2x， 得 


(4, 7) 


_ 2n 
二 三 ‘4,8) 
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式 中 , 点 称 为 电磁 波 的 波 数 。 在 理想 ( 电 ) 介 质 中 ,电磁 波 的 波长 为 


Es (4. 09) 


式 中 ,4 为 真空 中 电磁 波 的 波长 ,也 称 为 工作 波长 。 

电磁 波 的 时 间 相位 变化 2x 所 经 历 的 时 间 称 为 电磁 波 的 周期 ,用 工 表 示 ; 而 将 一 秒 钟 内 
电磁 波 的 时 间 相位 变化 2x 的 次 数 称 为 电磁 波 的 频率 ,用 /表示 。 由 于 wT = 2r, 因此 

ww 

1 于 2x 


这 样 ,电磁 波 的 波 数 、 相 速 与 波长 间 的 关系 为 


(4, 10) 


ww 2xf _ 
AF (4,11) 
即 电磁 流 的 相 速 等 于 其 波长 与 频率 的 乘积 。 

平面 波 的 磁场 强度 复 振幅 可 由 复数 形式 的 麦克 斯 韦 方程 (2. 99a) 导 出 , 即 


A 本， 如 : 
I 
97 dy Ow Ce J 他 :> 症 站 + 二 十 让， Es 
FEF, 0 虽 
展开 得 
HH 二 CE bo a = Ho (4. 12) 
wp 7 
式 中 
一 
1 E {4.13) 


称 为 媒 奈 的 本 征 阻抗 。 在 真空 中 ,7 用 和 表示 ; 即 各 二 Yso 二 1207 a377 0 可 见 ,在 理 
想 介质 中 ,wy 为 一 实数 ,因此 五 , 与 E, 同 相 。 于 是 ,由 式 (4. 12) 可 得 平面 波 的 磁场 的 瞬时 表 
达 式 为 


H(t) = a Ref H,e*'] = a, eos a (4. 14) 


4.1.2 平面 波 的 传播 特性 


由 式 (4. 6) 和 式 (4.12) 可 知 , 理 想 介质 中 平面 波 的 电场 和 磁场 的 相应 分 量 在 时 间 上 同 
相 。 于 是 ,可 作出 理想 介质 中 平面 流 于 某 时 刻 的 互 , 与 五 沿 z 轴 的 变化 曲线 ,如 图 4. 2(a) 
所 示 。|E, | 和 | 瑟 ,| 随 x 的 分 布 图 如 图 4.2(4b) 所 东 。 

这 样 ,可 归纳 出 理想 介 奈 中 均匀 平面 波 的 基本 性 质 :(1) EE 和 上 HH 互相 垂直 有 是 都 冬 直 于 波 
的 传播 方 色 ta.) ,好 无 纵向 场 分 量 。 因 此 称 这 种 波 为 横 电 磁 波 , 记 为 TEM 波 ( 或 TEM 模 )， 
(2) 五 与 下 处 处 同 相 ,两 者 的 振幅 之 比 为 媒质 的 本 征 阻 抗 ,号 本 征 阻 抗 为 实数 ;3) 复 坡 印 
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享 矢 量 S 二 (EXH" )/2 = gq.E3/29 二 5。， 即 均 句 平面波 沿 传播 方向 传输 实 功 率 , 且 无 耗 传 
输 ;(4) 电场 和 磁场 的 平均 能 量 密度 相等 , 即 (ros)。 一 (rm 一 证 二 JH3/4, 总 的 平均 
电磁 场 能 量 密 度 为 


PP I PE 3eE: i 


Ca) E, 与 万 , 请 z 轴 的 变化 曲 钱 《b) | 五 ,| 和 上 | 号 ,|[ 短 = 的 分 布 图 
图 4.2 理想 介质 中 平面 波 的 场 量 灌 = 轴 的 变 亿 曲线 


4.1.3 沿 任意 方向 传播 的 平面 波 


如 前 所 述 , 对 玄 正 z 方 加 传播 的 平面 波 ,其 电场 强度 复 矢 量 可 表示 为 

EEew (4. 15) 

式 中 ,E, 是 牌 直 于 z 轴 的 常 矢量 , 波 的 等 相位 面 是 x 二 const, 的 平面 , 改 直 于 zz 轴 , 如 图 

4. 3(a) 所 示 。 设 等 相位 面 上 任意 点 p(x,y， xz) 的 位 置 拓 量 r 二 gz 十 Qayy 十 4.z， 对 消 正 z 癌 

传播 的 平面 波 , 它 相对 于 坐标 原点 的 相位 为 一 如 一 一 起 .rr。 因 此 任意 点 疡 处 的 电场 强 贿 复 

矢量 叉 林 表示 六 

五 一 Fe ee 

即 点 的 场 泉 量 公 决定 于 通过 该 点 , 且 垂 走 于 x 轴 的 平面 与 坐标 原点 间 的 距离 。 对 禄 任意 

矢量 @ 方向 传播 的 平面 波 ,如 图 4, 3(Cb)y 所 示 ,此 平面 波 的 等 相位 面 垂 直 于 a; ,该 等 相位 面 

上 任意 点 豆 相 对 于 坐标 原点 的 相位 为 一 由 = 二 一 各 ,，r。 由 于 rf 一 reos8 = 二 4 因此 点 
的 电场 强度 复 矢量 可 表示 为 

F= Ee ~ Fe C4, 187 


Ca) 语 = 向 传播 的 平面 波 (by 狠 在 意 方 向 传播 的 平面 波 
图 4,3 港 z 向 和 商 任 塌 芳 向 传 捷 的 平面 波 的 举 标 关系 
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式 中 ,上 一 ka,， 称 为 传播 矢量 或 波 矢量 。 上 式 表 明 ,p 点 的 场 和 撩 量 决定 于 通过 该 点 , 且 垂 直 
于 天 量 a 的 平面 与 原点 闻 的 距离 。 

设 平 面 流传 插 方 向 上 的 单位 矢量 四 与 +，y， x 轴 的 夹 角 分 别 为 «a, 8 和 YY, 则 a 可 用 其 
方向 余 强 表示 , 即 


ds = coOS ua,cos B+acosy 


于 是 , 波 天 量 可 表示 为 


k= 点 @ = 竹下- ak, aR, — aRcosat+ akcospi akcosy 于. 17) 
式 中 ,&,， 上 ,， 下- 分 别 汐 工 ， Vs xz 回 的 波 数 。 显然 
表 一 息 十 名 十 村 


这 表明 此，&,，&. 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 这样 , 沿 矢 量 a, 方向 传播 的 平面 波 的 电场 强度 复 
天 量 可 表示 为 


EF= Fe tt (4.18) 


沿 矢量 a, 方向 传播 的 平面 波 的 磁场 强度 复 矢量 可 利用 无 源 区 域 的 复数 形式 麦克 斯 韦 
方程 组 (2. 99) 导 出 ,此 有 时 麦克 斯 书 方程 组 可 用 波 矢 量 上 表示 为 


一 天 以 站 一 一 jp H= 0 XE 

— jk xwH= rwek 

ee 或 == 一 mn, XH (4, 19) 
Le a, := 

一 站:*H=0 go .HO0 


式 中 利用 了 第 2 章 中 习题 2-15 的 结果 。 由 上 式 的 后 两 个 方程 可 知 a,， EE。 和 = 0, 以 及 
as， 开 ,二 0。 这 秀次 表明 ,无 源 区 域 中 传播 的 平面 波 的 场 矢 量 一 定 垂直 于 波 的 传播 方向 。 
于 是 ,磁场 强 次 复 矢 量 为 


HH- Ey 光石 一 中 x E,)e u'r = 一 KxE 二. 20) 
7 wp 
这 样 , 沿 任意 方向 传播 的 平面 波 的 平均 功率 流 密度 为 
] | 
局 下 Re| sEXH |= HReLE X (a, x E* )] 
] Es 
一 RLE. Eya,— (EadB'] 一 a, 3 一 woS。 (4. 21) 


2 


可 见 , 失 量 &. 的 方向 即 为 功率 流 的 传播 方向 。 
例 4,1 一 均 多 平面 波 在 空气 中 传播 ,其 磁场 强度 为 


H= (3a,—a,ta)sinGwt + Ar — 2y3z) A/m 
求 :中 常数 A;@ 该 平面 波 的 频率 ,传播 方向 上 的 单位 矢量 ;@ 电场 强度 的 复数 表达 式 。 
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解 :中 因 百 一 一 jV3a 一 十 Qe 故 开 一 一 生生 十 2 人 3。 又 因 天 ,再 一 0， 


有 
(一 如 .十 2vV3e,) 。(V3a, — d+a.)=0 
A=2 
加 因为 下 一 vv 如 十 起 一 W 一 2 十 (2w3 生 二 4, 所 以 
27 T 


Fa 
f= = 3X10 .19x10 Hs 
nT/2 ， 


又 因为 站 一 kK/k, [nD 
— Za, + 2 3a, ] v3 


0 


名 由 吾 一 一 为 (as X HH), 得 
E 一 一 377(— Fo (Y3a. 一 ay +a) er (M2) 


—— 188. 5(Y3a; 十 49, + a eit tr V/m 


4.2 导电 媒质 中 的 平面 波 


4.2.1 导电 媒质 的 分 类 


导电 媒质 又 称 为 有 ( 损 ) 耗 媒质 ,是 指 = 取 0 的 简单 媒质 。 当 时 谐 电 磁 波 在 无 源 的 导电 
媒质 中 传播 时 , 因 媒 质 中 出 现 传导 电流 J。 = 吧 , 此 时 复 矢 量 吾 和 互 满足 的 诡 姆 管 兹 方程 
(2. 101) 变 为 


VE = Cw — kh:)E —— wpe (1 二 各 硅 一 一 opie 这 C4. 228) 


ViH= (jaua — EH=— pe (liF)H —— pen (4. 22b) 


式 中 , eu 一 sl 一 jj/as ), 称 为 导电 媒质 的 等 效 复 介 电 常 数 ,为 频率 的 函数 。 可 见 , 引 人 等 
效 复 介 电 常 数 8 后 导电 媒质 可 看 成 是 一 种 等 效 的 介质 ,只 要 将 相关 表达 式 中 的 6 换 成 e 即 
可 。t。w 有 时 还 写成 以 下 表达 形式 : 

se 一 Ec 一 大 > 
式 中 ,ss 一 Eye 二 9/w, 这 样 , ee/e。 一 co/ 它 表 示 导 电 媒 质 中 传导 电流 密度 模 值 | og | 与 
位 移 电 流 密度 模 值 jweB | 之 比 , 也 是 导电 媒质 中 位 称 电 流 密度 J 与 总 电流 密度 由 (一 
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十 ja) 辐 夹 角 的 正切 , 即 


tan 他 一 加 (4. 23》 
tan 人 称 为 损耗 骨 正 切 , 是 工程 中 用 于 衡量 介质 材料 损耗 特性 的 一 个 常量 。 常 用 介质 材料 
的 tan 3. 的 近似 值 可 妃 附 录 CC。 

这 样 ,导电 媒质 可 按 s/we 比值 的 基 级 分 为 三 类 ;01) ofwe < 宅 1 一般 取 g/we 所 0.01, 为 
良 介质 ; (2) g/we Az 1 为 半导体 (或 不 良 学 体 ); (3) aae 沪 1, 一般 到 s/we 之 100, 为 良 导体 。 
值得 指出 ,媒质 属于 良 介 质 还 是 良 导 体 与 频率 有 关 , 且 媒质 的 参数 也 随 频率 变化 。 
通常 将 复 矢量 EE 和 五 的 方程 (4. 22) 写 成 以 下 形式 : 


VEERE= VE— YE- 0 (C4, 24a) 
VHAH—=YH—FH=0 (4. 24b) 


式 中 ,一 w ypec: 称 为 等 效 复 波 数 ,而 Y= 关 : 定义 为 传播 常数 ,一 般 是 复数 。 显然 , 若 将 
上 式 中 的 总 用 上 代 之 , 即 得 理想 介质 中 复 矢 量 户 和 日 满足 的 齐 次 矢量 交 姆 置 花 方程 。 
4.2.2 平面 波 在 导电 媒质 中 的 传播 特性 


引信 等 就 复 介 电 常数 ee 后 ,平面 波 在 导电 证 质 中 场 的 表达 式 和 传播 特 人 性 参数 可 仿照 理 
想 介质 情况 得 到 。 在 无 源 区 域 , 仍 假设 沿 正 x 方 癌 传 播 的 时 谐 电 袜 场 的 电场 强度 复 和 失 量 玉 
只 有 x 问 分 量 E,, 月 E, 与 x， yy 无关, 则 式 (4.24a) 简 化 为 以 下 的 二 阶 线性 常 微分 方程 


E, 一 六 下 一 (4. 25) 
de 
此 方程 的 解 写 为 Fe * :于 是 
FE=aEe” “4, 20) 
而 磁场 强度 复 矢量 为 
N= 1 xE=a, Eo (4. 27) 
UE 类 


去 中 ,和 = YH/ew 一 VA (一 j/w) ,向 传播 常数 7 因为 是 复数 量 , 因 此 可 用 实 部 和 虚 部 表 
未 即 


Y= ik: 一 各 Vpewe 一 & 十 六 (4. 28) 
式 中 ,ea 称 为 衰减 常数 ;8 称 为 相位 (或 相 移 ) 常 数 。 将 上 式 两 端 取 平 方 ,可 得 


7 = P+j20 一 一 ke—— pl ej pn 


再 将 上 式 两 端的 实 .号 部 分 开 并 联 立 求解 ,有 
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_ | oY | pr (4. 298) 

:| 3 | — 1 oy HESEC sin{( 学 - Lda 

全 
B= 学 | 1 十 [区 】 1 = w Vesec dcos(F ) (4. 29b) 
这 样 ,将 式 (4. 28) 代 入 式 t4. 26) ,得 
E= aFre "ei (4. 30) 
其 瞩 时 表达 式 为 

Ett) — gq,Ee "cos(wt ~— Br) (4, 31》 


可 见 , 导 电 媒 质 中 场 强 的 振幅 随 z 的 增加 按 指数 规律 不 断 豪 减 , 丛 减 的 大 小 取决 于 媒质 的 电 
导 率 。 媒 质 的 电导 率 越 高 ,衰减 量 越 天。 衰减 量 可 用场 强 礁 减 值 的 自然 对 数 进行 计量 ,衰减 
常数 a 的 单位 是 奈 贝 每 米 (Np/m)。 阁 电磁 波 在 导电 媒质 中 传播 一 段 距离 i m 后 场 强 幅 秆 
由 |E | 衰减 到 |E;|, 则 


LE: | 二 | Ey ie™ 
于 是 ,有 
,| 
wl = ln 人 | Np 
或 i Er Np/m (4d. 32) 
7 Fs 


在 工程 上 常 因 分贝 (dB) 作 为 衰减 量 的 单位 ,其 定义 为 
a = 10lg 天 = 20]g 启 dB 
_ 201 | 五 
= Mle| 呈 | dB/m (4. 33) 


根据 上 述 美 系 可 知 , 1 Np = 8. 686 dB。 


导电 媒质 中 电磁 波 的 波长 为 
ee (4. 34) 
式 中 ,有 = Im[7], 按 式 (4. 29b) 计 算 。 注 意 ,B 尖 中 wPs。 
导电 媒质 中 电磁 波 的 相 速 为 
员 1 2 ] 
Up 一 一 《二 ， 35) 
Be Ve 


a a 


这 表 角 ,导电 媒质 中 平面 流 的 相 速 比 x,e 相同 的 理想 介质 中 平面波 的 相 速 要 慢 , 且 o 越 大 ， 
频率 越 低 , 则 相 速 越 慢 。 因 此 ,携带 信号 的 电磁 波 在 导电 媒质 中 传播 时 会 产生 失真 。 这 种 现 
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象 称 为 波 的 色散 , 寻 电 媒质 称 为 色散 媒质 。 
导电 媒质 的 本 征 阻 抗 为 


i 


可 见 , | | 之 Vp/es 0 之 之 TT/4( 特 别 地 ,$ 二 0, 对 应 于 理想 介质 ;# = x/4, 对 应 于 理想 导 
体 }, 即 本 征 阻抗 具有 感性 相 角 。 这 表明 ,电场 强度 的 相位 超前 于 磁场 强度 的 相位 , 丙 者 不 
再 同 相 。 此 时 构 场 强度 复 天 量 为 


i 
4 ] 


rivemntE) = | | es (4. 36) 


E, 
| 六 | 


Fr = Ee 
H=a, ee SE Ee 


其 瞬时 表达 式 为 


于 (一 6， bo ecosftor 一 有 一 与 


| 从 | 


即 磁 场 强度 的 相位 比 电 场 强 度 的 相位 各 后 $, 5 越 大 滞后 就 越 多 ,其 振幅 也 随 z 的 增加 按 指 
数 规 律 玖 减 。 

由 于 了 导电 媒质 中 传播 的 电磁 波 的 电场 和 磁场 方向 相互 垂直 ,并 且 都 毯 直 于 波 的 传播 方 
问 , 因 此 仍 是 TEM 波 。 此 时 , 复 坡 印 亭 矢量 为 


$= 5EXH’ ~a, (4. 37) 


这 表明 , 复 功率 流 密度 不 但 有 实 部 ,而 且 有 虚 部 , 即 既 有 沿 正 = 方向 传播 的 实 功率 ,也 有 电场 
能 量 和 磁场 能 量 相互 转换 所 对 应 的 虚 功 率 。 于 是 ,平均 功率 流 密度 矢 报 &, 为 


入 ecosé (4. 38) 
可 见 , 平 均 功率 流 密度 随 z 的 增加 按 e ““ 巨 速 衰减 。 

应 指出 ,等 电 媒 质 中 传播 的 电磁 波 的 平均 电磁 场 能 量 密度 不 再 相等 , 即 (ww.),, 关 
Crow)s， 此 时 因 o 关 0 引起 传导 电流 而 激发 附加 磁场 ,使 (x00),, > (rw.),, ,前面 介绍 的 是 一 
般 导 电 媒 压 的 情形 ,下 面 讨 论 两 种 具有 代表 性 的 导电 媒质 。 

1) 良 介 质 中 的 平面 波 

民 分 奈 是 一 种 低 损 耗 的 媒质 ,此 时 was 之 1, 即位 移 电 流 密度 远大 于 传导 电流 密度 ,例如 常 
见 的 聚 由 氰 乙烯. 聚 葵 乙 烯 以 及 有 机 玻璃 等 材料 ,在 高 频 , 超 高 频 或 更 高 频段 中 均 有 of/as < 一 103 。 

对 式 (4. 28) 的 第 二 个 等 式 进行 二 项 式 级 数 展开 , 略 去 平方 项 以 上 的 高 阶 项 ,可 得 传播 常 
数 的 近似 式 为 


S,, = ReLSj = a. 


a Eh 
y 一 jw west 十 5 ~ FA tiw Ve (4. 39) 


于 是 , 民 介 质 的 娶 铸 常数 和 相位 常数 分 别 为 
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po (4, 40a) 
2 E 


Ba tw vAHE 4, 4ob} 


同 理 , 良 介质 的 本 征 阻抗 和 波 的 相 速 可 分 别 近 似 为 
ee 放 z yo fr 
n~ Et) Ve (4. 41) 
wt (4. 42) 
[3 


以 上 各 式 表明 ,平面 波 在 良 介 质 中 传播 时 ,除了 电磁 波 场 强 的 幅度 因 介 质 损耗 引起 微弱 
的 衰减 外 ,其 他 传播 特性 与 理想 介质 情况 几乎 相同 。 

2) 良 导 体 中 的 平面 波 

对 良 导体 , ar 有 六 1, 即 传导 电流 密度 ( 模 值 ? 远 大 于 位 称 电 流 密 度 ( 模 值 )。 例 如 银 、 
金 , 铜 等 金属 ,在 整个 微波 波段 都 有 ooe 宇 10: (如 铀 (go 二 5.8X10’S/m) 在 频率 高 达 104 Hz 
时 仍 为 良 导 体 )。 此 时 ,等 效 复 介 电 沉 数 可 近似 为 


{4.43) 


er 
Eo 人 


i ， 
& | 


这 样 ,衰减 常数 为 
7 一 和 ws ~ jo ft = Viops = Vee = tPA 字 (4.44) 


或 Baa2 vrfuo (4, 45) 
良 导 体 的 本 征 阻 抗 为 


-Me ~ 人 (1 及 /党 = GT 廊 三 (4. 46) 

这 表明 良 导 体 中 磁场 强度 的 相位 滞后 于 电场 强度 45"。 良 导体 中 电磁 波 的 传播 相 速 为 

oj 
= 时 (4. 47) 
由 和 良 导体 中 电磁 波 的 误 闫 常 数 的 表达 式 (4. 45? 可 见 , 高 频 电 感 波 在 良 导 体 中 衰减 很 大 ， 
因此 高 频 电磁 波 在 良 导 体 中 传播 时 衰减 得 非常 快 。 所 以 ,高 频 电 磁场 只 能 存在 于 导体 表面 
附近 的 一 个 薄 展 内 。 这 种 现象 称 为 趋 肤 效 应 。 为 此 ,定义 一 个 新 的 物理 量 一 一 趋 肤 深度 , 它 
是 指 电 了 王波 场 强 的 幅度 衰减 至 导体 表面 处 的 1/e( 或 36. 8%) 的 深度 。 记 趋 肤 深度 为 5, 因 
ad = 1 时 场 强 幅度 降 为 1/e, 故 


I (4. 48) 
IF 
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1 A 
让 


可 厚 , 根 据 良 导 体 中 电磁 波 的 波长 可 近似 计算 趋 肤 深 度 。 此 外 ,由 式 (4. 48) 可 知 , 导 体 材 料 
的 导电 人 竹 能 越 好 ,频率 越 高 , 则 趋 肤 深度 越 小 。 因 此 ,虽然 微波 元 器 件 通常 用 铜 制作 ,但 只 要 
在 导电 层 的 表面 生 上 考 干 微米 厚度 的 金 或 银 ( 一 般 镀 金 , 因 银 的 表面 易于 氧化 ) ,就 能 保证 表 


面 电 流 主 要 在 金 辟 银 技 内 通过 。 
良 导 栖 中 平面 波 的 电 , 磁 场 强度 复 矢 量 可 表示 为 
ER=abEe ”= aEe Mt” — aE, 《4. 50a) 
H=a, 二 a, bs ne Se | ce = gyH, (4, 50b} 
ye 加 | 系 | 
于 是 ,可 得 复 功 率 流 密度 矢量 $ 及 平均 功率 流 密度 矢量 5$,, 为 
] ts Eo 一 号 广 人 
Ss~ EXH 一 4 了 e Do (4.51) 


加 
Se (4. 52) 
2 2 


此 外 ,通常 将 导体 表面 ( 设 z 二 0) 处 的 切 向 电场 五 - 与 切 向 磁场 末 , 之 比 定义 为 导体 的 
表面 阻抗 , 记 为 Zs , 即 


5. 地 


zs = 萨 | 一 一 (+ 让/ 宪 = Rs+jX。 (4. 53) 
Y | > 一 书 S 


趟 中 , 民 ,、 关 s 分 别称 为 表面 电阻 和 表面 电抗 。 


4.3 平面 流 的 极 化 


前 面 讨论 平面 波 的 传播 特性 时 ,假设 电磁 波 场 强 的 方向 灌 某 一 固定 方向 (如 是 沿 x 方 
回 )。 事 实 上 ,平面 波 场 强 的 方向 可 随时 间 按 一 定 规律 变化 。 实 用 中 通常 用 某 种 极 化 来 描述 
平面 滤 场 强 的 方向 随时 间 的 变化 规律 。 媒 质 中 某 点 处 电场 强度 矢量 的 尾 问 随时 间 的 变化 方 
了 式 称 为 平面 该 的 极 化。 按照 天 量 忆 的 尾 美 轨迹 的 形状 通常 可 将 平面 波 的 极 化 分 为 三 种 : 线 
极 化 . 圆 极 化 和 椭圆 极 化 。 无 一 定 极 化 方式 的 波 5 如 光波 ) 通 常 称 为 随机 极 化 波 。 下面 分 别 
讨论 线 极 化 , 圆 极 化 及 椭圆 极 化 三 种 情况 。 

假设 平面 波 沿 正 xz 向 传播 , 则 电场 强度 下 总 可 分 解 为 E, 和 五 , 两 个 分 量 , 即 复 矢 量 
卫 为 

E=aE,+a,kE, 《4 
若 E, 的 振幅 为 Ew (Ew 半 0),, 的 振幅 为 Ey (Ew 0)， 且 五 , 相位 滞后 于 五 -. 相位 pp( 攻 
FE, 相位 超前 于 EE,; 划 gg 志 < 0), 则 上 式 可 写 为 
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E=~aEoe ”aEne ee (4. 85) 
其 鼎 时 表达 式 为 
Elz, £2) = gEFocostwt — kz) aE costwt — ke 一 多 ) 《4. 567 


这 表明 瞬时 矢量 E(xz, 四 的 两 个 分 量 分 别 为 
F(z, £) = Focostwt — kz) 


{4,57) 
EF,lz, 1) = Eycostwt — kz 一 六 
在 上 两 式 中 消去 (wt 一 起 )， 可 得 下 (zy 和 ,tz ti 间 的 以 下 关系 : 
2 2 
司法 | 下 [> | Ee tbe 2 sin? (4, 58) 
志 | TD yb 


这 是 对 任意 给 定 z 值 的 情况 下 ,El(z, 1) 的 尾 端 在 z 平 画 内 的 轨迹 方程 。 对 不 同 的 Es 和 Ey 
的 比值 及 多 的 取信 ,上 式 表 示 不 同 的 几何 图 形 ,从 而 对 应 不 同 的 极 化 方式 。 


4.3.1 线 极 化 


当 ? 一 0 或 士 z 时 , 则 方程 人 (4.58) 变 为 以 下 的 方程 : 


oe (EC 有 (4. 59) 
者 


这 是 一 直线 方程 ,其 中 “十 ”对 应 于 二 0; “一 ”对 应 于 $= 二 士 180 (或 土台 ,根据 式 (4, 57)， 
可 得 Etz, t) 的 方向 与 x 轴 正 向 癌 的 夹 角 a 为 


Elz, £2 
, EF) 


这 表明 (x, 忆 的 殿 问 轨迹 是 一 直线 , 吉 称 为 线 极 化 。 图 4. 4(a) 示 出 了 > 一 0 平面 上 在 
?二 0 情 沉 下 电场 强度 Et0, ) 尾 襄 的 轨迹 。 


r= Arctan 一 十 arctan Ey (4. 00) 
FE, 


《ay 线 极 化 ib} 了 殴 极 化 ce) 柄 图 极 北 
图 4.4 线 . 加 和 棋 贺 币 化 


4.3.2 园 极 化 


当 EE, 二 Ew = os 二 十 90" (或 8 二 十 mm/2) 时 ,由 式 (4.58) ,可 得 
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ol 【4.61) 


这 是 半径 为 EE 的 圆 的 方程 ,图 4.4(b) 示 出 了 xz 一 0 平面 上 电场 强度 E090, 5 的 变化 加 有 迹 ， 
根据 式 人 (4.57? 可 知 , 五 Cz， 站 的 大 小 不 随 : 变化 ,而 Elz, 的 方向 与 x 加 的 夹 舶 为 


Evcos {wt 一 Re 十 
二 AITCTAnNn re 二 aretanl| 干 tantlwi = ke ) | 


= 十 {wt — kz) (4. 62) 


这 表明 ,对 于 给 定 值 的 某 点 (如 图 中 = 一 0 情况 ), 随 * 的 增加 ,上 场 和 拓 量 Elz, t) 的 方向 以 角 
频率 w 等 速 旋转 。E(z, 四) 的 尾 端 轨迹 是 加 , 故 称 为 回 极 化 。 正 如 几 4. 4(b) 所 示 ,E(lz, 疏 的 
旋转 方向 出 现 两 种 不 同 的 情况 ,因此 圆 极 化 有 大族 图 极 化 和 左旋 贺 极 化 之 分 。 具 体 地 , 当 
E, 相位 滞后 于 互 ;,90” ( 基 二 x/2) 时 ,下 Cz， 力 的 旋 向 与 波 的 传播 方向 (a.) 满 足 右 手 螺 旋 
关系 , 称 为 右 旋 圆 极 化 (或 正 圆 极 化 ); 当 王 , 相位 超前 王 ,90"( 即 9 一 一 rr2) 时 ,Elx, 引 的 
旋 向 与 波 的 传播 方向 (a:) 满 足 左 手 螺 旋 关 系 , 称 为 左旋 圆 极 化 (或 负 圆 极 化 ) 。 这 样 ,不 难 踪 
过 简单 的 方法 判断 圆 极 化 是 右 旋 还 是 左旋 。 淹 断 时 ,只 变 将 右手 四 指 同 大 拇指 和 鲜 直 ,右手 四 
指 从 相位 超前 的 电场 分 量 旋 转译 相位 办 后 的 分 量 , 若 波 的 传播 方向 为 右手 大 拇指 的 指向 ,就 
是 右 旋 圆 极 化 。 反 之 , 则 为 左旋 况 极 化 。 在 给 
定时 肇 , 右 旋 圆 极 化 波 的 电场 的 尾 端 罗 迹 恰 为 
左旋 螺旋 线 ; 左 旋 圆 极 化 波 的 电场 的 尾 端 轨 迹 
、 恰 为 右 旋 螺旋 线 ， 如 图 4.5 所 示 。 

根据 主 述 讨论 可 知 , 若 波 沿 正 = 向 传输 ,对 

左旋 图 级 化 , 因 EE, = 证。 故 电场 强度 复 矢 量 为 


及 ij el 
= (4 二 7 Be (4,63) 


右 旋 螺旋 线 


二 


A 在 这 
对 右 旋 圆 极 化 , 因 E, 一 一 jE,， 故 电场 强度 复 矢 
量 为 图 4.5 上 志 蒜 圆 极 世 波 电场 的 者 谈 晕 旋 战 


E= tg,— jd, Be (4. G64) 
可 网 ;两 个 相位 相差 w/2, 振 幅 相 等 ,空间 上 正 交 的 线 极 化 波 可 合成 一 个 圆 极 北 波 ;反之 ,一 
个 图 极 化 波 可 分 解 为 两 个 相位 相差 */2 ,振幅 相等 ,空间 上 正 交 的 线 极 化 波 。 
4.3.3 椭圆 极 化 


最 一 般 的 情况 是 式 (4. 58) 中 相位 差 为 任意 值 (但 网 夭 0, 十 zx, 以 及 的 一 土 r/2 时 
上 天王 oo) 的 情况 , 式 (4. 58) 是 一 个 业 圆 方程 ,此 时 矢量 五 (z, 六 的 尾 端 在 彬 图 上 变化 , 故 称 
为 椭 贺 极 化 ,对 应 的 波 为 桶 贺 极 化 波 。 图 4.4(e) 示 出 了 x 一 0 平面 上 矢量 EC(0, ) 尾 端的 变 
化 轨迹 。 由 式 (4.57) 可 知 ,EC(0, t) 与 xz 轴 正 向 间 夹 角 的 正切 为 
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_ Evocos(wi— Re—¥) Ew : 
tana 一 ne [eos + tantwr — kz )sin o]| (4,65) 


显然 ,EC0, 的 必 端 在 椭 加 上 非 匀 速 旋转 。 椭 图 极 化 也 有 两 种 旋 向 , 当 波 沿 正 x 向 传播 时 ， 
若 五 , 相位 滞后 已 . 相位 200 二 pp 所 /2), 矢量 E(x, 1) 道 时 针 旋 转 , 为 右 旋 椭圆 极 化 ;上 反 
之 , 当 EE, 相位 超前 E, 相 科 (一 wx/2 所 之 0) 时 ,矢量 E(x, 四 顾 时 和 针 旋 转 , 为 左旋 椭圆 
极 化 。 

可 以 证 明 , 构 圆 长 办 与 过 轴 正 向 剧 的 夹 角 (或 称 为 酉 图 的 堪 间 由 下 式 确 年 ， 


和 下。 
tan 20 = Ea — Es cos PP (4.66) 


与 圆 极 化 的 情况 类 似 , 丙 个 空间 上 正 交 的 线 极 化 波 可 合成 为 一 个 贿 贺 极 化 波 ; 反 之 ,一 
个 桶 圆 极 化 波 可 分 解 为 两 个 空间 上 正 交 的 线 极 化 波 。 同 样 可 证 明 , 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 化 
波 可 合成 为 一 个 彬 图 极 化 波 ; 反 之 ,一 个 精 圆 极 化 波 可 分 解 为 两 个 旋 向 相反 的 圆 极 化 波 。 

例 4.2 判断 以 下 各 式 代 表 的 是 什么 极 化 波 ? 波 向 什么 方向 待 输 ? 

DE= Ela,— 370, Der”; 

DE= Et{a,+ 2 ",; 

(EC) 一 asEFosintwt — kr) a,Eocos(wt -一 大) 


{El 一 a,Eosin (wt 一 各 十 TT )+a,Eocos(wt Re 7) 


解 :DD 因 玉 = jE (a 一 34,)e* ,上 由 已 ,, 二 ,Fw 一 3Eo, 座 与 玉 , 间 的 相位 差 为 7， 
市 波 沿 负 z 向 传输 ,故此 电场 所 代表 的 波 是 沿 负 = 向 和 传输 的 线 极 化 波 。 

加 因 Fw = Eo Ew 一 2 而, 训 后 于 E, 的 相位 为 r72, 又 知 波 沿 正 y 向 传播 ,故此 
电场 代表 的 波 是 沿 正 y 向 传播 的 右 旋 椭圆 极 化 波 。 

全 因 电 场 强度 复 泉 量 为 


E=aE(— je +aEe 
即 玉 jo 一 ,Ew 一 Eo, EE, 趋 前 于 EF 的 相位 为 x/2, 而 波 沿 正 z 向 传播 , 歼 此 电场 代表 的 波 


是 一 个 沿 正 z 向 传播 的 左旋 圆 极 化 波 。 
动因 电 妈 强度 复 天 量 为 


FaFE(— eier a,Re’ier 


即 EEo 二 Ew, 上, 与 上 , 同 相位 《 即 ? 一 0 )。 因 波 洛 负 =z 疝 传 播 ,故此 电场 代表 的 流 是 一 个 沿 
负 = 向 传播 的 线 极 化 波 。 


4.4 平面 波 的 反射 与 透射 


当 平 面 波 以 任意 角度 各 人 射 到 两 种 媒质 的 平面 分 界面 上 时 , 称 这 种 人 射 为 妊 人 射 。 设 
两 称 媒 质 具 有 不 局 的 电 参 数 4m 61) 和 (pz， &) ,由 于 平面 分 界面 处 媒质 的 不 连续 性 ,因此 入 
射流 中 的 一 部 分 被 反射 , 另 一 部 分 则 继续 向 前 传输 。 取 x 一 0 处 为 平面 分 界面 ,并 定义 分 界 
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»]ll2, 也 覆 场 理论 与 招 波 技术 苦 础 
而 的 法 向 单位 矢量 ,与信 射 小传 播 方向 的 波 
天 一 所 构成 的 平面 为 人 盘面。 如 图 站 三 所 示 .- 

为 导出 蘑 名 的 斯 硬 尔 反射 和 折射 定律 ,在 
人 射 波 中 任 取 两 稻 入 射线 : 则 符 相 应 的 两 根 反 
射线 和 透射 线 , 这 些 竺 线 必 然 处 于 大 射 面 内 。 
如 图 了 5 折 东 -首先 考虑 人 射线 和 反射 线 的 情 
况 。 由 图 可 知 , 人 射线 了 在 入 射 到 分 界面 之 前 
比 入 射线 ] 多 行进 耳 AM 市 离 ,而 当 射 绥 2 被 
分 界面 反射 时 里 线 工 则 多 行进 了 OA, 的 距离， 


而 QA 和 人 A, 分 别 是 入 射流 和 反射 波 的 等 相 媒质 1 (&, wi | 媒质 21 忆 jj 
位 面 : 因 此 射线 2 经过 证 离 0 A 所 花 的 时 间 财 计 语 平 面 券 界面 上 的 半 入 才 


应 等 于 射线 ] 经 对 距离 OA, 所 花 的 时 间 。 又 
因 信 射线 和 反射 线 都 处 于 媒质 1 中 , 故 它们 的 相 速 相等 , 即 ,一 w， 于 是 


CA -DA 

了 网 A 

由 图 中 硝 瓜 何 美 系 知 , DO'sin 4 = O00O'sin 色 ,因此 
= C4,67) 


这 表明 反对 角 等 于 人 射 角 。 这 就 是 斯 诗 尔 [SnolD) 有 反射 定 竺 ， 
然后 考虑 入 射线 和 透射 线 的 情况 。 册 图 可 知 ,人 射线 之 红 过 距离 (YA 所 花 的 时 间 与 透 
射线 ! 经 过 距离 DA, 所 花 的 时 间 应 相 毓 , 即 
OA _ OM 
Vn Wa 


式 中 ， 内 一 | VE ， Wh = 于 Vl, 由 图 中 的 几何 美 系 知 ， OWN, OO sin 1, [OA 一 


DO xin ,于 是 ,上 式 变 为 
证 用 SE 
MIND Wy Wi eR: (4.68) 
SI 9 Ui 省 内 E 


式 中 ,加 全 一 1 2 为 媒质 1; 的 折射 紊 ,定义 为 电磁 波 在 自由 空间 中 的 速度 与 媒质 1; 中 的 相 
如 之 比 , 即 三 ww, 对 类 多 数 媒 质 { 即 非 磁性 媒质 )， 两 三 中 三 浅 式 变 为 


2 训 一 je C4, 69) 
这 就是 我 们 问 知 的 斯 附 尔 折射 定律 。 下 曾 , 根 据 能 量 守 便 定律 导出 入射 波 , 反 射 波 和 透射 波 
的 幅度 之 癌 注 足 的 美 系 式 ， 
央 淮 任意 志向 传输 的 平面 波 在 单位 面积 上 传输 的 平均 功率 为 | 巨 |* /27 ( 因 涂 波 的 传输 
万 向 (av 的 平均 能 流 密 度 矢 量 S, = a, | 蕊 | 2 引 。 故 人 射 波 ,反射 波 和 透射 波 携带 的 能 量 
投射 到 图 4.7 分 界面 面积 S 上 的 平均 人 射 功率 也 ,反射 功率 , 和 透射 功率 已 分 别 为 
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A 


i 1 ch 
已 ,一 118)，| 六 三 dn | E, | "Stosd 
(94, TUa) 
| E” Scost 


(4, FOL 


P= {SS = i | 下， !:Scosh. 
(3. "70 
式 中 , SS 三 Seos0, 5, = Scns 5 一 :50s 由 分 
别 为 人 射 波 ,反射 波 和 透 矣 波 对 应 的 截 而 积 ;而 2l8y Hy) 
下 ,已 以 及 巨人 分 别 为 人 射流, 反射 波 以 及 透射 
波 的 电场 蝇 座 的 复 振幅 ， 事 实 上 ,以 上 各 式 均 可 


路 起 各 自 的 平均 功 这 流 密度 矢量 在 图 中 分 界 而 人 


面 稻 己 上 的 投影 而 但 到 ,如 对 大 射 波 ,有 


LB * any = | Er easD 
27 2 

要 据 能 措 穿 异 定 律 , 且 不 计 分 淹 面 处 人 射流 投射 到 分 界面 归 间 出 现 的 昭 时 电 葵 积 乐 效 
应 1 即 具 考虑 答 坟 情况 )， 于 扰 : 有 二 马 十 已、 邯 


| (SY),. | Secos0 三 | (8,Y,, | Scost 4 (5,), | Seos 0 


P sh AY 


或 
A | B eNOS 0 = La | 人 | Ctis 了 十 二 | E | CUS 0 
= 前 27 = 次 

所 以 ,六 射 波 . 肥 射 波 和 乏 射 波 电 场 强 度 的 幅度 回 的 关系 为 


[Ba | | EE, | "wos 


Laell A 

前 面 简 童 讨论 了 及 射流 和 透射 波 方向 与 人 射 波 方 向 回 的 关系 以 及 它们 的 电场 强度 的 蝇 

度 之 间 往 足 的 关系 ,这 此 关系 对 任何 松 化 方式 的 被 均 适 用 ,这 是 因为 入 射 波 .反射 波及 透射 

波 的 场 并 未 登 与 排 早 。 事 实 上 ,反对 疲 和 透射 波 的 场 的 特性 与 入 射流 的 场 的 由 化 特性 有 关 。 

为 了 伍 于 求解 与 任意 方向 极 化 的 人 射 波 的 场 对 应 的 反射 疲 和 透射 疲 的 场 , 将 人 射 波 的 

电场 强度 BB 分 解 成 重 直 于 和 平行 于 人 射 面 的 两 个 分 量 , 并 称 忆 垂直 于 人 射 而 为 垂直 朴 化 : 

FE 平行 二 入射 面 为 平行 极 化 ， 这 样 , 可 分 别 求解 垂直 疏 化 和 不行 极 化 情况 下 反射 波 和 透射 

玻 的 场 爸 ,然后 将 两 者 所 得 的 场 量 进 行 登 加 , 即 得 与 任意 方向 极 化 的 人 笛 疲 电场 强度 巨 对 
应 的 总 的 反射 渡 和 透射 疲 的 场 。 下 而 分 别 对 重 直 极 化 和 平行 裤 化 进行 讨论 ， 


(4, 71) 


4.4,1 甜 直 极 北 


对 禾 直 极 化 ,选取 直 背 人 指标 如 图 绸 所 示 , 肥 五 沿 a, 方向, 则 
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ols 电磁 场 理 论 与 微 玻 技术 基础 
二 -jor . 
局 =# ,bie (4. 72 i h. 
式 中 a, 三 QiSiU 本 UIOS ,r=a,r qay + 名 
a.z。 于 是 ,人 射流 的 复 场 矢量 上 和 和 H, 分 别 为 
de et (4.73a) 
0 
| - 
Hl = eS #)] a 入 
I | 
FE dn | 
= gts0 +asihd A mm) 上 
! S 
(4.73b) 下 
| 
类 似 地 ,对 反射 波 , 有 
婵 质 | (EF 1) A 
FE. i aE,e J 一 ,MN -ei | 
图 4.8 生 直 白化 
{4.74a) 
Cn 。 = 南 Top Rewi i 
| mh Hh + a.cos 0 em mw (4. 74b) 
1 


式 中 ,av = 二 Sinb 一 aeos 已 。 对 和 授 射 被 ,有 


El 三 a.Eve | ( 生 . 75 
A . "| Nn) 
H' = 计生 ayeast +sin 0 ye Ms mm" pon (4. 75b) 


式 中 ;au 二 a,sinW +d.cos 0 
媒质 分 界面 (= 二 0) 处 出 场 强度 和 磁场 强度 的 切 向 分 大 满 是 以 下 的 边界 条 件 ， 
“a | 


CHE 4 = ||: | (4. 76) 
将 式 14.73J， 导 本) 和 式 (4 75) 代 入 上 述 边 界 条 件 . 可 得 
Ew i Ee = Flesh 
| I | 


—{ — We CS OF | Pen 人 > = ko COs We | Aip， ) 一 上 COS nD pF [A wu | 
| 


由 于 上 式 对 = 一 有 平面 所 有 工 都 成 立 , 因 此 两 式 中 各 项 所 含 的 指数 因子 必 相 等 , 故 有 

Brsind = Bisinb, = hrsint (4, 78) 
即 

六 三 办 后妈 (4. 79) 
这 表明 ,人 射 波 , 反 射 波 和 透射 波 的 传播 常数 矢量 X,Y 和 沿 媒 质 分 界面 的 切 向 分 量 都 
相等 , 即 工 向 的 让 数 连 续 ， 这 一 结论 称 为 相位 匹配 条 件 。 同 理 可 证 ,及 = B 一品 .此 外 ， 
由 式 134.78) 可 见 ,此 式 同 斯 耐 尔 肥 射 定律 和 折射 定律 的 表达 式 完全 相同 。 
于 是 , 式 (4 77) 可 简化 为 
Ci Es = Ey 


9 Wp oo of (4. 80) 
WL 从 
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第 4 章 平面 电磁 镇 ”115 * 


由 以 上 两 方程 可 解 出 用 Ew 表示 的 Es 和 Ew。 

通常 将 媒质 分 界面 (x 二 0) 处 反射 波 和 透射 波 的 电场 强度 的 复 振 由 Es， Eo 与 人 射 波 
电场 强度 的 复 振幅 Eo 之 比 , 分 别 定 义 为 反射 系数 和 透射 系数 (或 传输 系数 ), 并 分 别 用 工 和 
工 表示 ,它们 均 无 量 岗 。 

这 样 ,对 三 直 极 化 ,由 式 (4. 80) 可 得 反射 系数 卫 和 透射 系数 了 分 别 为 


_ Peos 上 一 六 cos 忆 
COS 信 十 加 cos 以 (0 


2 eos & 
i 计 COS 从 十 加 cos 0 (4. 81b) 


土 述 反 射 系数 和 诅 射 系数 公式 称 为 牌 让 极 化 的 菲 泽 尔 (Fresnel} 公 式 。T 和 本 则 满足 以 
下 关系， 


ir 1 一 同一 了 和， (4. 82) 


显然 , 式 (4.71) 对 垂直 极 北 成 立 。 
对 非 磁 性 媒质 , 式 人 4. 81) 恋 为 


cos fF 一 fcos #8 cos@— 入 — sin’¢ 
= (4, 83a) 
cos 和 站 十 2 Cos cos 如 十 le sin’: 世 
El] | 
二 [4.83b) 
CO8 十 cos 0 cos 十 2 sin? 名 
el es 


可 见 , 当 不 二 0 有 时 ,8 = 二 有 = 二 0, 此 时 是 垂直 作 射 (或 正信 射 ) 的 情况 ,后面 将 详细 讨论 。 此 外 ， 
当 第 2 种 媒质 为 理想 导体 时 , 因 5 一 00, 为 = 二 0; 可 得 夏 一 一 1 以 及 了 == 0。 

例 4.3 采用 如 图 4.8 所 示 坐 标 , 一 平面 波 从 空气 中 入 射 到 z = 9 寻 的 空气 (媒质 1) 与 
土壤 {媒质 2 的 交界 面 土 ,人 射 波 的 电场 强度 百 二 ,100cos(wt 一 zz 一 1,73xz)VY/m, 土壤 
视 为 相对 介 电 常数 es 一 4 的 无 耗 介质 。 求 :中 空气 和 土壤 中 电磁 波 的 波长 、. 相 移 常 数 及， 
访 , 以 及 人 射 角 上 ,透射 角 有 ;加 空气 和 土壤 中 电场 强度 的 瞬时 表达 式 ;, 轩 土壤 中 透射 波 的 
平均 功率 密度 的 模 值 。 

解 :中 因 人 射流 电场 强度 的 复数 表达 式 为 

E, = qa,l00e 疝 一 aq,100e /tl "mn 


故 及 二 psinga 十 Becesbu 一 ma 十 1.73re.。 于 是 ,空气 中 的 相称 常 数 和 波长 分 别 为 
B= yr.73m’ = 2r rad/m 


) 一 必 一 lm 
土壤 中 的 相 移 常数 和 波长 分 别 为 
和 
Ee 


多 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 
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记 一 一 4r rad/m 


由 色 的 表达 式 , 可 得 人 射 解 如 为 


一 30° 


0 = arctan ( i ) 


这 样 , 由 式 (4. 69? 可 得 透射 和 月 吕 为 
0 = arcsin( Bsin 0 ) 一 arcsint0. 25) 一 14, 48" 


四 由 式 (4. 83) ,可 得 垂直 极 化 波 的 反射 系数 芽 | 和 透射 系数 工 | 分 别 为 


ee __aim2 问 
rs ve/ in 038 
cos 人 十 wssye — Sin 


T. 一 1 十 了 一 0.62 


因 人 射 波 电场 强度 的 复 振 幅 Eu = 100e*V/m, 故 媒 质 1 中 合成 波 的 电场 强度 的 复数 表达 
式 为 
五; = 1 十 EF. Se A be eh 十 Gil FE, BL {Tsind —seusl 


一 a,l100e et Yaw a,38En Emel. Tmey 


于 是 
媒 原 1 中 合成 波 的 电场 强度 的 瞬时 表达 式 为 


E(t) 一 Rel Ee”'| 一 四 [100cosfor 一 Fr 一 1.73rg) — 38cos(wt 一 rr 十 1.73mrz)] VAm 
媒质 2 中 波 的 电场 强度 的 复数 形式 为 
FE, 一 a,T) Eve i) 一 gq,62e™ (mt. 8 
以 及 其 瞬时 表达 式 为 
E(t) 一 062cosfoz — nr— 3.87nz) V/m 
曲 因 在 媒质 2 中, % 二 加 / Wes 一 60r 吕 ,透射 波 的 平均 功率 密度 的 模 值 为 


|Ew| 62 
2 2 x On 


(S70 一 | (Su | = 


号 
(i [| 一 = 10,2 W/m 


4, 4.2 平行 极 化 


对 平行 要 化 ,人 射电 场 互 处 于 人 射 面 内 ,如 图 4.9 所 示 。 此 时 媒质 1 中 人 射 波 、 反 射 波 
和 媒质 2 中 透射 波 的 场 基 可 分 别 表 示 为 


FE, = (tos 0 — a,sind) Eo,e Msnltreod) {4. 84a) 
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一 a ee ‘4. 8ab) Ui l E 
E, = 7, Blacosd 4 1 
dy (4. 84c) 
| BB > 
H —— Ww a WN md (4. B84d) 7 F 
i | [4 
Y. 
Un 
p= Fln,wuwsd).— 
wsin We m4. B84e) 3 


Hi = Tob 人 er) (4, BAf) 
六 媒质 1 ls wu) 


式 中 ,及 和 了 工分 列 是 平行 极 化 时 的 反射 系数 图 4, 卫 在 行 枉 化 
各 透 坦 系 歼 ， 

类 似 于 垂直 极 化 ,为 异 出 让 和 厂 的 表达 式 , 将 公式 44.8 打 代入 = 一 由 平 而 处 切 向 电场 
和 广场 连续 的 塘 界 条 件 , 并 考虑 到 相位 匹配 条 件 , 可 得 


cos 从 


[ 手 芭 7y 关 刷 [二 人 C4, 85) 


Cos 从 
显然 ,起 (4.717 对 平行 航 化 成 立 ， 最 后 , 联 芯 求解 上 式 的 两 个 方程 ,得 


_ PEOS 0 — NCHS 好 | 
入 COS 避 二 而 COS ‘4 Ba 


全 和 re 0 (4, 86b) 

可 见 , 以 上 两 式 在 形式 上- 类似 于 垂直 极 化 的 两 个 表达 式 , 不 过 两 者 并 非 完 全 相同 。 将 以 上 两 式 
同 垂直 极 化 对 应 的 局 和 了 工 比较 可 知 , 当 0 = 人 村 ,两 者 表达 式 党 全 相同 ,这 是 垂直 人 射 ! 正 人 
射 ) 情 况 。 同 时 , 当 第 二 种 媒质 为 理想 导体 
暑 , 巩 二 包 了 电 有 厂 = 一 1 以 及 丁 , = 人 0, 

图 4. 0 示 出 了 平面 流 从 空气 中 入 射 
到 三 种 不 同 电介质 表面 ; 干 土 E = 8e， 
二 ws 捕 二 T= 255 ,WH= Jj) ,水 fe = 
80a ,二 J 时 IP， | 和 | 1 随和 的 变化 
上 曲线. 出 图 可 匈 : 11) 对 每 一 种 介质 , 当 
中 三 信 时 ,过 有 六 三 (2) 当 丰 三 890) 
时 1 | 工 1= 1 三 1 013) 对 平行 极 北 ， 
随 如 的 变化 ,三 种 情况 掏 有 也 = 上 出现 da ot 
【这 对 点 于 后 面 将 要 讨论 的 全 透射 情况 ,此 Ch. 下 二 【后 , 庆 士 Ceh, 水 ) 
时 的 0 称 为 布 儒 斯 特有 , 记 为 内 ); 对 垂直 - 
慨 化 , 随 咏 的 变化 则 不 会 出 现 P 二 以 事实 图 4,10 三 种 情况 下 | 夏 | 和 1 | 灿 四 的 要 化 曲 盖 
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上 ,对 非 磁 性 媒质 , 痊 有 了 荆 | 关 0)， 

将 牌 直 极 化 和 平行 极 化 两 种 情况 下 媒质 1 中 的 入 射 波 和 反射 流 的 电场 和 磁场 进行 芋 
加 ,可 知 媒质 1 中 的 合成 波 上 其 有 以 下 特点 ; (1) 合成 波 泊 z 向 (与 界面 相 切 的 方向 ) 传 播 ,不 
再 是 模 电 磁 流 。 具 人 栖 地 说 ,对 垂直 极 化 ,合成 波 是 模 电波 {其 合成 小 的 上 电场 无 z 向 分 量 ,但 
磁场 有 xz 向 分 量 ), 记 为 TE 波 ; 对 平行 极 化 ,合成 波 是 横 磁 波 5 即 合成 波 的 磁场 无 > 向 分 
量 , 但 电场 有 > 向 分 量 ), 记 为 TM. 波 ;(2) 合成 波 的 场 除 相位 沿 x 向 变化 外 ,振幅 沿 = 向 发 
生变 化 ,等 相位 面 上 不 同 的 z 处 振幅 不 同 ,因而 是 非 均匀 平面 波 。 

例 4.4 一 均 勾 平面波 由 空 人 等 余人 射 至 理想 导体 表 而 ,和 作 射 流 的 电场 强度 为 E = ka. 一 
a oj YN2)Eoe 和 V/m, 求 :中 常数 太 , 波 长 4, 入 射 波 传 播 方 向 上 的 单位 矢量 a 以 及 入 
射 角 ;地 反射 波 的 电场 强度 复 矢 午 表达 式 ; 名 人 射 波 和 反射 波 各 是 什么 形式 的 极 化 波 ? 

解 :由 因 人 射 臣 的 波 矢 量 员 = ar 十 44， 又 因 玉 ,上 员 一 0, 即 (as 一 ae 十 2 wy2) ，。 
《acer 二 a4) 一 0,， 于 是 


4=mA= 关 = 2 mi qn 一 和 一 起 (as 十.) 


1 
又 因为 eos 只 = 一 此。 好。 一 一 ,所 以 
琅 
中 一 45" 


名 因 反 射 波 传播 方向 虐 的 单位 矢量 a 为 


1 
du C= Hsin gcostd = (a, —a.) 
2 


故 反 射 波 的 波 矢量 上 为 
f= aB, = Aanp = 0, — dx 
困 人 射 波 电场 可 分 解 为 垂直 极 化 (ay 向 ) 分 量 和 平行 极 化 ((a, 一 a.) 向 ) 分 量 两 部 分 ， 
面 反射 波 电 场 同样 可 分 为 两 部 分 , 即 


Ei = ayEnl @ -Br a,(— ry jE A a FE, ia 
1 


v2 


1 1 
=— (g++ a.) Eonye "~—— (gs Fa) Eoe i or 
po 0 


Ey = (qcosd + asin Ee =— (a, a Eye 


式 中 利用 了 关系 式 ; 下 ol 二 TT Ewl 二 一 Ew,': Eoy 一 一 下 oy 内 及 En = Y2Eo, Evoy 一 
v2 Eno 这 样 , 有 


E. = E, TT Ey 一 一 《ar 二 8 十 MY Ee Vim 


H., = 一 a ww FE.)} 一 La, 2 三 Co, 十 a.)7] Ye 2, 85 Ye 10 3) Ee A/m 
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画 击 六 及 互 的 表达 式 可 见 ,人 入射 波 电场 的 a, 向 分 董 超前 于 (a, 一 a-) 向 分 量 且 振 幅 
相等 ( 均 为 (25), 故 入 射流 为 左旋 圆 极 化 波 ; 反 射 波 电 场 的 ww 向 分 量 灌 后 于 一 (a; 二) 向 
分 量 90“ 且 振幅 相等 , 故 反 射 波 为 右 旋 圆 极 化 波 ， 


4,4,3 平面 边界 上 的 垂直 入 射 ( 正 入 射 ) 


设 煤 质 ] 和 媒质 多 均 为 理想 介质 ,选取 坐标 如 图 先 11 所 示 。 当 平面 波 垂直 人 射 到 媒质 
1. 的 平面 分 界面 上 时 .反射 波 的 场 与 透射 波 的 场 的 特性 与 人 射流 场 的 极 化 方向 无 关 ; 此 
时 不 必 再 区 分 焉 直 极 化 和 平行 极 化 。 设 E, 的 极 北 方向 沿 向 ,由 于 分 界面 处 电场 切 疝 分 量 
应 连续 , 国 此 , 友 射 波 和 透 副 波 的 电场 方向 也 应 沿 工 向 ,如 图 # 11 所 示 。 于 是 ,人 射流 ,反射 
波 和 透射 波 的 电场 和 磁场 复 矢量 分 别 为 
~ 1 | Lh 
大 射流 ;区 一 a,Ewe"*，H 二 友人 4 二 “被 rs 中 


反射 波 : 开 ， 一 bt 尼 oePs， H, 一 一 [一 让) > E, | =—— a a 
| | 


(4.87) 


透射 波 : 肥 -== a,Eue m= H 二 一 JP x E, | 一 a, Ey,, 二 
nh 办 


武 由 ,BB = 二 ww Vs 三 21 B = 2 
玉 二 Wa/s p= Mp 

利用 平面 分 界面 (= = 0) 处 电场 和 磁场 
霜 问 分 量 连 续 的 边界 条 件 ,可 得 


Fw m 一 Ba = on | EI 人 二 


E, 


Mn 


于 基 . 可 解 得 反射 系数 和 透射 系数 分 别 为 媒质 | te 1 了 
各 一 入 图 j.11 下面 边 办 上 的 符 直 入 着 


T= (4,89b) 


两 者 间 的 关系 为 
1 十 太一 三 (4, 90) 
这 样 ,媒质 工 中 合成 波 的 电场 和 磁场 复 矢 量 可 表示 为 
WB = a,Bite y+ Fen:) =a,EvL Te 人 + TT(2sinABz) (4. 91a) 


用 | 一 Qi 人 一 Tew=) (4.91b) 
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电磁 场 理论 与 微波 技术 基础 
媒质 2 中 的 电场 和 磁场 复 撩 量 可 表示 为 
FEF, 一 E, 一 a.TEwe i 4, 92a》 
En 一 雪 。 = 
H, ~ H. = aT te (4. 92b) 
2 


车 设 ja 二 jo 二 jos § 之 2， 由 式 (4,89), 有 


[a 1— ve /el 


=- 一 一 | 
1 Es /EI 


D a 

下 全 | 
1] ve /es ee 

由 式 (4.91) 变 为 


Fl =aFEr(l—|T| em:)e Hr (4. 93a) 
Fin 2 
Hi = a, +IT | ot)et C4. 93b) 
1 


此 时 |E,i 积 |Hi| 随 x 的 分 布 如 图 4.12 所 示 。 由 图 可 见 ,|E,| 和 iH,| 随 x 的 分 布 不 再 像 图 
4.2tb) 那 样 的 分 布 特 点 ,此 时 |E' | 和 |H | 随 xz 的 变化 出 现 极 大 秆 和 极 小 和 值 , 晶 呈 周期 分 布 ， 
这 表明 媒质 1 中 合成 波 的 场 明 驻 波 分 布 。 通 常 将 场 出 现 极 大 值 的 点 称 为 场 的 驻 波 腹 点 ; 场 
出 现 极 小 值 的 点 称 为 场 的 驻 波 节 点 ,这 些 点 的 位 置 都 不 随时 间 变 化 , 故 具 有 了 驻 波 特性 。 具 栖 
地 ,在 2B zw 一 一 2 二 01、2…) 村 , 即 zj， 一 一 mA 村 , 电 场 的 振幅 出 现 极 小 和 值 , 磁 
声 的 振幅 则 出 现 极 大 值 ,因此 称 这 些 点 为 电场 驻 波 节点 .磁场 驻 波 腹 点 。 此 时 电场 的 振幅 
值 为 

[El =| Es | (Ir|) (4.94) 


而 在 2B zm 二 一 2 十 rtm 二 0, 1,，2.) 
处 , 即 xmsx 二 一 (2m 十 1)4/4 处 ,电场 的 振幅 
出 现 极 大 值 ,磁场 的 振幅 则 出 现 极 小 值 ,因此 
称 这 些 点 为 电场 驻 波 腹 点 ,磁场 驻 波 节点 。 
此 时 电场 的 振幅 值 为 

[|E, |w 一 | Es | (|r|) (4,95) 图 4,12 |E| 和 |HH| 随 xz 的 变 尼 曲线 


事实 上 , 场 的 驻 波 的 形式 是 由 于 媒质 1 中 两 个 反 向 行 波 一 一 人 射 波 和 反射 波 相互 亚 加 引起 
的 ,在 电场 驻 波 节点 处 ,反射 波 与 人 射 波 的 电场 的 相位 相反 ,因而 合成 波 的 电场 出 现 裤 小 值 ， 
在 电场 性 波 腹 点 处 ,两 者 同 相 , 从 而 形成 电场 振幅 的 极 大 值 。 此 时 ,由 于 反射 波 的 场 的 振幅 
比 人 射流 的 场 的 振幅 小 ,反射 波 的 场 只 与 人 射 波 的 场 中 的 一 部 分 形成 驻 波 ,因而 电场 驻 滤 节 
点 处 振幅 不 为 等 而 其 驻 波 腹 点 处 振幅 也 不 为 2|E|。 这 种 既 有 驻 波 成 分 又 有 行 波 成 分 形成 
的 波 称 为 行 驻 波 (特别 地 , 当 第 2 种 媒质 为 理想 导体 时 , 因 卫 = 一 1, TT 二 0, 故 媒质 1 中 合 
小 为 纯 驻 波 ,此 时 场 的 驻 波 节点 处 振幅 为 稚 而 其 驻 波 腹 点 处 振幅 为 2 | EE | ) 。 

为 芭 映 行 驻 波 状态 的 驻 波 成 分 的 大 小 ,定义 电场 振幅 的 极 大 值 与 极 小 值 之 比 为 电场 的 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 4 章 平面 电磁 洗 * 12] 。 


驻 波 系数 (或 称 驻 波 比 ), 用 Pp 表示 ; 即 


PE | es 
因 0 志 iT 所 1; 帮 1p 芝 00，。 
媒质 1 中 入 射 波 向 正 z 方向 传输 的 平均 功率 流 密度 为 
(Si), = Re| 3E x H: f= 2 (4. 97) 
而 反射 小 的 平均 功率 流 密 典 为 
(8). = Re| BE xH: |=—e. 上 一 | 下 120S) (4. 98) 
于 是 ,媒质 1 中 合成 波 向 正 xz 方向 传输 的 平均 功率 流 密度 为 
(Si ) = Re| 到 可 x H: ls (SY | rl) (4. 99) 


即 媒质 1 中 向 正 = 方向 传输 的 平均 (传输 ?功率 等 于 人 射 疲 的 平均 功率 短 去 反射 波 的 平均 功 
率 。 媒 质 2 中 向 正 = 方向 透射 的 平均 功率 流 密度 为 


(S,). = Re| 3E x H: 上 和 | 8,),, (4. 100) 


容易 证 明 ， (Ss ),, Se 攻击 8 ha 即 


Le (4. 101) 


这 符合 能 量 守 征 定 律 。 

例 4.5 一 万 旋 圆 极 化 波 的 电场 强度 复 天 量 为 瑟 一 (a, 一 ja,)Eoe** ,由 空气 向 一 理想 
介质 (es 二 deo j 二 jw) 平 而 (z= 二 0) 垂直 入 射 。@ 写 出 反射 波 和 透射 六 的 电场 强度 复 矢 
量 表达 式 ;@) 求 反射 波 和 透射 波 相 对 于 人 射 波 的 平均 功率 密度 值 。 

解 :@D 因 六 一 页, 闽 一 Vioyes 一 而 72, 故 介质 交界 而 处 的 反射 系数 .透射 系数 分 别 为 


/Ask 
3 


则 反射 波 和 透射 波 的 电场 强度 复 矢 量 分 别 为 


E, 二 Te 下 Tar 一 jaa, Ee 所 Ca, 一 本 -oem 


E, — Termar 一 T(a, — ja,) Ee 一 于 (as — ja,) Eoe 


其 中 让 一 2 二 27 Wen /ho 一 4 = 2k。 


| = [Esl Es lIlEs| :| Ev | = 2 
@ 因 (5;),, = a, 2 ; 《有 ) C—O— J a. |TI| 2 《SS =a, |T| 
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上 到 ， 故 反射 波 和 透射 波 相对 于 人 射 波 的 平均 功率 密度 值 分 别 为 
(S,),. ，，， 1 
(SIT 
Ci 3 B 
(Si | 9 


4.5 全 反射 和 全 透射 


4.5,1 全 到 射 


由 斯 耐 尔 折射 定律 (4.69? 可 知 , 当 和 > mm ， 即 平面 波 从 光 密 媒质 人 射 到 光 朴 媒质 时 ， 
4 六 站 。 让 于 生 随 对 的 增 大 面 增 大 , 当 台 增 大 到 潜 一 角度 时 使 部 一 2 此 时 若 进一步 增 大 
8 , 则 媒质 2 中 将 不 会 出 现 透 射 波 ,这 样 就 发 生 了 全 反射 .& 一 x/2 时 的 人 射 角 称 为 发 生 全 
反射 的 临界 角 ,用 上 表示 。 于 是 ,由 式 (4, 69) 可 得 


sin 及 一 至 或 二 arcsin[ 至 ) C4, 102a) 
HH] Hl 
对 非 磁性 媒质 ,有 
4d. 一 arcsin (4, 102b) 


当 0 > 六 Bj ,sin a > si1n 六 ， 由 斯 耐 尔 折射 定律 可 知 ， sin 2 = 171 Slim 0 /ne > 1 ， 这 意味 
者 外 是 一 个 虚数 ,不 表 是 普通 意义 下 平面 波 的 透射 角 ( 即 8 不 存在 实数 解 )。 由 于 


问 
cost. = VTS 一 十) /sinzl 一 1 =+jA (4. 103) 
Rs 


式 中 , “十”" 意 昧 着 媒质 2 中 透射 波 的 振幅 高 开 界 面 距 离 的 增加 按 指数 规律 增 大 ,违反 了 能 党 
守恒 定律 , 砍 上 式 中 的 “十 ”应 被 会 去 。 因 此 
cos 0 =— jA {4. 104) 
即使 当 贞 全 灵 时 ,斯 研 尔 反射 定律 仍 成 立 , 即 反射 角 等 于 人 射 前 。 查 此 时 垂直 极 化 和 平 
行 极 化 情况 下 的 反射 系数 却 有 不 同 的 表达 式 。 具 体 地 ,对 垂直 极 化 波 , 将 式 (4. 1047 代 人 式 
《4.81), 可 得 


_ 和 Rcos 0 十 fj 六 
bu Wcos 一 jn 六 (4, 105) 


由 于 上 式 的 分 子 . 分 母 是 共 罗 复 数 , 故 古 , 的 模 为 1, 这 意味 着 人 射 波 在 交界 面 上 发 生 全 反 
射 。 于 是 有 
有 一 1 。 er (4. 108) 


式 中 , 厂 的 幅 角 Pp 为 
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Hin -1 
9 一 2arctan| 所 及 (4. 107) 
Wh vl sing 


当 两 种 媒质 均 是 非 磁 性 媒质 时 ， HI Hr Hr mL 一 eeo 以 及 到 一 sj/ 因此 ,上 式 可 被 


进一步 简化 为 
= 2 Es 
名; 一 Zarctan SI 6 


(4. 108) 


] SS stm a 


由 此 可 见 , 当 外 守 L 时 ,反射 波 的 场 的 振幅 等 于 入 射流 的 场 的 振幅 ,这 似乎 意 昧 着 透射 波 的 
场 总 为 零 , 事 实 上 ,这 并 不 完全 正确 。 为 了 看 出 这 一 点 ,让 我 们 对 媒质 2 中 透射 波 的 电磁 场 
作 进 一 步 分 析 。 利 用 式 (4.75) ,可 写 出 透射 波 的 电磁 场 表达 式 分 别 为 


FE, = gEoT, Ee er (44， 1089) 
五 ,一 A, 十 Sin Oa.)}e :eb 《4. 110) 


式 中 ,A 和 sin 分 别 由 式 (4,104) 和 式 (4, 103) 给 出 ,而 


2W%cost ， 
Ee ee {4,111) 
2 
a =BA=B, /Tsind— 1 (4. 112) 
Hz 
Bs = Bsind. = PB sin® (4. 113) 
2 


当 上 省 .时 ,透射 系数 工 | 并 不 为 零 , 这 表明 即使 入 射 波 的 场 被 全 反射 ,但 透射 波 的 场 并 不 
为 零 。 咕 着 的 增加 透射 波 的 场 的 幅度 按 指数 规律 减 小 而 相位 不 随 z 变化 ,这 是 倍 变 波 所 
具有 的 特 人 性。 但 场 的 这 种 癌变 与 媒质 的 损耗 无 关 。 更 确切 地 说 , 波 的 请 变 的 发 生 是 由 于 人 
射 波 出 现 全 反射 引起 的 。 因 为 透射 波 的 场 随 2 迅速 衰减 ,媒质 2 中 的 场 主 要 集中 在 介质 分 
界面 附近 ,因此 通常 又 将 这 种 波 称 为 表面 波 。 

当 全 反射 发 生 时 ,透射 场 的 存在 做 乎 违反 了 能 量 守恒 定律 ,但 事实 上 并 非 如 此 。 为 说 明 
这 个 问题 , 写 出 媒质 2 中 透射 场 的 复 波 印 亭 矢量 


2 
$= FE x Hy) = em Aae + sin Qa,) 4.114) 


由 此 可 兄 , 此 矢量 有 xz 向 和 x 向 分 量 ,但 只 有 > 向 分 量 是 实数 量 。 这 表明 ,在 媒质 2 中 请 功 
率 流 与 交界 面 平行 ,并 非 与 之 垂直 。 这 一 点 与 人 射 波 和 反射 波 场 的 振 帆 相等 而 没有 净 功 率 
流 进入 媒质 的 事实 相符 。 

类 似 地 ,对 平行 极 化 情况 , 当 W 半 时 ,其 反射 系数 可 将 式 (4.104) 代 人 式 (4. 86) 得 
到 , 即 


WcosO— heosB _ Neosb+timA _ |] 
ee 加 COS 台 十 各 COS 以 eos BO— jn A Le {4,115) 
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上册 [nls 一 1 
式 中 ， Py 一 2arctan 三 na ' (4,.1165) 
COs Se 
Wn a 1 Se Sin* 忆 


特别 地 , 当 两 种 媒质 均 是 非 磁 性 媒质 时 , 式 (4.116) 可 进一步 简化 为 


#1 1: 2 ea 
gy= 2arctan|e NN” 6 (4. 117) 
wl sint 
可 见 , 平 行 极 化 流 的 场 了 地 是 生变 场 , 场 的 医 变 速率 与 延 直 极 化 情况 相同 ,透射 系数 工 r 为 
有 2 加 COS 以 
Te (4. 118) 


如 前 所 述 , 噬 然 没 有 功率 流 进 人 媒质 2, 那 么 透射 场 是 如 何 存在 的 呢 ?” 事实 上 ,前 面 的 
分 析 过 程 是 基于 频 域 ( 谱 域 ;的 分 析 方 法 , 频 域 分 析 法 适用 于 稳 述 情况 , 即 分 析 中 急 略 了 波源 
激发 该 平面 波 瞬 间 所 出 现 的 瞬 态 殉 应 ( 即 暂 态 过 程 )。 尽 管 达到 稳 态 时 , || 二 1, 但 初始 的 
瞬 态 期 间 应 有 | 荆 ]< 1。 透 射 场 的 稳 态 一 旦 形成 ,电磁 能 量 就 不 青 通 过 媒质 1, 2 间 的 交界 
面 进入 媒质 2, 从 而 媒质 2 中 透射 场 的 功率 流 只 沿 着 平行 于 交界 面 的 x 方向 传播 。 


4.5.2 全 透射 


从 前 面 讨论 可 知 ,发 生 全 反射 与 入 射电 场 的 极 化 特性 无 闫 ,但 发 生 全 透射 的 条 件 则 与 波 
的 极 化 特性 有 关 。 下 面 分 别 讨论 垂直 极 化 和 平行 极 北 的 情形 ， 

1) 各 直 极 化 

如 上 所 述 , 发 生 全 透射 时 的 人 射 角 称 为 布 导 斯 特 tBrewster) 角 ,用 负 表 示 。 对 牌 直 极 
化 ,由 式 (4,8ia),; 令 六 二 0 及 8 二 色 / ,得 


Cos 人潮 | 一 和 COs 以 C4.119) 
又 由 斯 醒 尔 折射 定律 可 知 
1 ，， 
cos 吕 一 /1— —sin't C4. 120) 
nia 
将 上 式 代 人 式 (4. 119) ,得 
下 二 
sint 一 一 生 -1 (4. 121) 


A 
| 
显然 ,对 非 磁性 媒质 , 因 A 二 故 全 | 不 存在 。 但 当 el 一 6， 出 六 A 时 ,有 


‘4. 122) 
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这 表明 , 当 垂 直 极 化 波 人 射 到 两 种 不 同 电介质 的 交界 面 上 时 ,任何 人 射 角 情况 下 都 将 有 反射 
面 不 会 发 生 全 透射 。 尽 管 式 (4. 122) 在 理论 上 成 立 , 但 没有 多 大 的 实际 意义 。 这 是 因为 磁性 
媒质 通常 具有 较 高 的 损耗 ,在 微波 波段 损耗 则 更 大 。 

2) 平行 极 化 

对 平行 极 化 ,由 式 (4.86a): 令 卫 一 0 及 上 一 由， 得 


加 COS 人 一 而 cos By 《4. 123) 
将 上 式 与 式 {4. 120) 联 立 求解 ,得 


si Bey = 一 A (4. 124) 
] = 


对 非 磁 性 媒质 ,py = ps = jw， 则 有 


让 jy 一 arcsin es 一 Arctan 所 {4d4.125) 


由 此 可 见 , 当 由 翟 直 极 化 波 和 平行 极 化 波 一 起 合成 的 波 以 布 颂 斯 特 角 人 出 到 两 种 非 磁性 谋 
质 的 交界 面 上 时 ,反射 波 只 有 垂直 极 化 成 分 。 类 似 地 , 当 圆 极 化 波 以 布 侍 斯 特 角 人 射 到 两 种 
电介质 交界 面 上 时 ,其 反射 波 将 变 成 线 极 化 波 , 而 透射 波 则 变 成 椭圆 极 化 波 。 基 于 这 一 原 
因 , 布 伪 斯 特 角 又 称 为 极 化 角 。 


4.6 平面 波 在 多 层 介质 表面 上 的 牌 直 人 射 


不 失 一 般 性 ,考虑 如 图 4. 13 所 示 媒 质 层 数 = 为 35 即 三 层 媒 质 ) 的 情况 。 其 中 媒质 2 的 
厚度 为 4 ,媒质 1 和 媒质 3 分 别处 于 >< 一 4&g 和 zx >>0 的 半 无 限 大 区 域 中 。 设 媒质 1( 中 区 ) 中 
有 一 沿 十 z 方向 传播 ,‘ 复 ) 上 电场 (强度 ) 为 
Ei(— qa,Fue mM’ ) 的 均匀 平面 波 人 人 射 到 
z 一 一 d 的 分 界面 上 , 则 在 该 分 界面 上 将 产生 
沿 一 zz 方向 传播 的 电场 为 Ei"(= 
4Einener) 的 反射 波 , 并 有 一 电场 为 
RD 一 GE 人 ez) 的 透射 波 进 人 媒质 2(@ 
区 )。 上 电场 为 EB 的 波 传 输 至 z 二 0 的 分 界面 
时 ,同样 产生 电场 为 Bt (二 gEst eR7) 的 反 
射 波 和 进入 媒质 35 图 区 ;的 电场 为 Es {= 

Eb es*) 的 透射 波 。 媒质 2 中 电场 为 Es 
NE 之 二 一 如 的 分 界面 时 再 次 产 
生 电 场 为 了 名 (一 El?eht0) 的 透射 波 和 四 (古寺 人 。  @(,s) 
BE ( 一 GE 人 es 的 反射 波 。 从 界面 x = 图 4,13 三 层 媒 质 表 面 揭 重 直 入 射 
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一 Q 处 反射 ,电场 为 BE? 的 反射 波 传 输 至 x = 0 外 的 界面 时 将 天 次 产生 电场 为 Es** (一 

E 名 et) 的 反射 波 和 电场 为 EP (= q.Es*e 各) 的 透射 波 。 依 此 类 推 ,平面 波 在 = = 一 d 

及 zx == 0 处 的 反射 和 透射 过 程 无限 地 继续 下 去 ,从 而 使 各 媒质 中 总 的 复 电 ,磁场 强度 分 别 为 
D 区 ; El = Eit+E:= alEe hm" + (E+E + em] 


= qr Ee ht 4 Eed'™n ] {4. 126a) 
a Er_E 
Hh = Hi tH = a, (7 | 
一 dy [Eve te — (Ei + El + ) em ] (4. 126b) 
1 
2) 区 : Eh; FEF; 二 Es. 
= gl (ES + ES 4 ei: | (Ei 二 ES 十 多)etas | 《4. 126c) 
Es ee Es, . 
a | 
二 而 [ES 十 EE 十 -De 各 一 (五 全 4 Et 4 ee | (4, 126d) 
DD 区;: E, = a,(E + ES | Ye ye (4, 126e) 
H, = a, ES 十 EE 二)e as (4. 126f} 


式 中 ,Ei 是 已 知 量 ,EE ,上 ;， Es,， Es 是 未 知 量 。 在 两 个 分 界面 上 ,相应 区 域 中 的 电场 和 磁 
场 的 切 向 分 量 必 连续 ,由 分 界 而 处 的 四 个 边界 条 件 即 可 确定 四 个 未 知 量 。 
在 = 一 0 处 ,由 边界 条 悖 可 得 


(CE,; 十 Es,) E,; 
(4. 127) 
Lol) = i 
凑 注 
上 两 式 相 除 , 有 
Ez; 十 Es 
Bo— bE 
于 是 ,在 z 一 0 处 分 界面 上 的 反射 系数 为 
了 本 一 《0D) = 至 = 六 十 也 (4, 128) 
在 z= 一 4 处 ,由 边界 条 件 , 有 
(Ei EE) = Es [eves 十 Ty C0)e es) | 
【二 .2 得) 
Er 一 FE,. ja [em 一 了 ee a 
i 
上 两 式 相 除 ,有 
,dy Bd 
Ei + Er _ eh 十 (0) ee 人 


n Ei—E El eld 一 Ts (Oe War 
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为 了 便于 分 析 多 层 介 质 表 面 的 垂直 人 射 问题 ,下 面 引 出 输入 波 阻 抗 的 概念 。 
所 谓 粮 入 波 阻 抗 , 是 指 平行 于 多 层 介 质 平面 分 界面 处 总 的 芒 向 电 汤 的 复 振 旷 与 总 的 淄 
四 磁场 的 复 据 幅 之 比 , 记 为 Z, 即 


Z =- 土 窜 (4.131) 


式 中 ,“ 十 ”、“ 一 ”对 应 于 波 的 传播 方向 与 E, X 王 ,之 间 满 足 右 .左手 螺旋 关系 。 于 是 ,由 式 
(4.130) 可 得 xz 一 一 a 椒 的 输入 波 阻 抗 为 


i 站 (0)e es 
(Td) 一 Hi, |， Ph — TO0)e tad 
A (4.132) 
下 好 2 二 jnatan Bd 


输入 被 阻抗 的 定义 对 nn 实 1 情况 均 适 用 。 上 具体 地 ,对 一 1 (单一 媒质 的 情况 ) ,车 波 沿 
十 z 河 传 播 , 则 输入 波 阻 抗 Z 恒 等 于 媒质 的 本 征 阻 抗 , 即 ;车 波 沿 一 z 疝 传 揪 , 则 输入 波 阻 
抗 2 上 重 等 于 媒质 的 本 征 阻 抗 的 负 值 , 即 一 7。 如 对 图 4. 13 的 媒质 3, 若 透射 波 沿 十 z 向 传播 ， 
则 其 中 任 一 z = const. 处 的 输入 波 阻 抗 Z; 为 
Es _ 
责 ” 一 Wa 

对 二 2《 双 层 媒 质 ) 的 情况 ,如 图 4.14(a) 所 示 。 当 平面 波 从 媒质 1 牌 直入 射 到 平面 交 
界面 上 时 ,由 式 (4.126) 或 式 (4.91), 有 


Elr = Ele ar 十 eer) | 


2 (4. 133) 


FE, (4, 134) 


H,, ~ Bi(e-mr Ter) 
nn 
式 中 , 一 a 于 是 ,媒质 1 的 输入 波 阻抗 为 
eas | TIT) elas | 本 一 和 tan 甩 5 
I(T) 一 痢 eid er TT em ! — jnetan Be 4, 135) 
若 取 z 二 一 d， 则 
ne 十 37i ta Bd 

Zi C2) {ea Hi #1 jn tan Ba td. 136) 


式 中 ,8 是 媒质 1 中 的 相 移 常 数 。 应 指出 ,对 上 述 双 层 媒 质 的 情况 ,媒质 1 中 输入 波 阻 抗 的 
计算 可 等 效 为 如 图 4. 14(b) 所 示 的 均匀 无 耗 传输 线 ( 本 书 下 册 第 2 章 中 介绍 ) 的 输入 阻抗 的 
计算 问题 ,其 中 2 为 传输 线 的 负载 阻抗 ,表示 媒质 1 的 负载 内 抗 ;Z. 为 传输 线 的 特性 幅 抗 ， 
表示 媒质 1 的 本 征 阻 抗 。 这 表明 ,对 区 的 入 射 波 而 言 ,名 区 的 作用 就 相当 于 在 媒质 交界 而 
处 接 一 个 输入 波 阻 抗 为 办 的 媒质 。 

同 理 , 对 如 图 4.15Ca) 所 示 n 二 3 的 情况 , 因 媒 质 2 和 媒质 3 交界 面 (z 二 0) 处 的 输入 波 
阻抗 为 灵 ,可 视 为 媒质 2 的 负载 阻抗 , 即 Zi 一 2Z2(0) 一 如 故 其 均匀 无 耗 传输 线 的 等 效 电 
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媒质 150i) | 媒质 2(72) 
ay 观 层 媒质 tb) 等 效仿 输 线 
图 4.14 泽 层 媒质 及 其 等 效 情 输 线 


路 如 图 4. 15(b}) 所 示 。 于 是 ,媒质 2 的 总 输入 波 险 抗 Z, (一 后 可 由 式 (4. 136) 得 到 , 即 


Za + jntan pd jntan iad 
ZY ey PN Tn 4, 137) 
1 ) 交 ns + jntanBd & Va + jnstan Bd 4 


这 辐 式 (4. 132}) 利 用 边界 条 件 得 到 的 输入 波 阻 抗 的 表达 式 完全 相同 。 


1 
1 Ze1=H1 Zo- 
' 


~ 一 妈 内 2 


tb) 等 效 传 输 线 
图 4,15 三 司 媒 质 及 其 等 莲 导 输 线 


显然 ,在 zx 二 一 处 的 反射 系数 本 (一) 为 


2 

有 一 四 二 (4. 138) 
而 = 一 一 过 处 的 功率 反射 系数 为 | 五 (一 心 片 。 类 似 地 , 若 要 求 xz 一 一 由 (6 泛 d) 处 的 输入 波 
限 抗 , 则 可 将 Z; (一 ) 视 为 媒质 1 的 负载 阻抗 Za ， 并 将 式 (4. 136) 中 的 六 换 成 Za 一 
21(— d), 得 


A 二 47 tan a Cal — dd) 


人 DntanB id, 一 区 


(4.139) 


式 中 ， Sa 站 pf (= 由 式 (4. 137) 提 人 殿 。 
一 般 地 ,对 具有 (nn 十 1) 层 媒 质 ( 即 具有 个 平面 分 界面 } 的 情况 ,媒质 i 的 输入 波 嚼 
抗 为 
,Zintanp (ld, — d,.1) 
ee 也 十 JZartan 记 (一 到 
这 样 , 若 已 知客 层 媒质 最 后 一 屋 的 本 征 阻 抗 为 mW， 令 有 为 上 式 中 的 Ze 一 Zr 一 
ZrDfk0))， 反复 列 出 各 媒质 分 界面 处 以 及 各 媒质 中 任 一 点 处 输入 波 嚼 抗 的 表达 式 , 即 可 依 


(4. 140) 
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次 计算 出 各 媒质 中 相应 点 处 的 输入 波 阻 抗 和 反射 系数 。 
实际 中 三 屋 媒质 较为 常 风 ,并 有 以 下 两 种 重要 应 用 。 
(1) 半 波 介质 夹层 
在 三 层 ( 电 )? 介 质 中 , 若 六 一 多， 且 夹 在 介质 1 和 介质 3 中 的 介质 层 2 的 厚度 为 该 层 中 平 


面 滤波 长 A 的 半 整 数 倍 , 即 &d = Mmm 或 dd 一 maAs/2, m= 11, 2, 3, "rs 则 由 式 以 . 137) ,可 得 
Zit—d» = Zu 一 六 一 册 


于 是 ,了 hn( 一 中 = 0。 这 表明 半 波 介质 夹层 的 存在 ,并 不 在 介质 1 中 引起 反射 。 这 是 因为 输 
入 分 界面 处 的 波 阻 抗 与 输出 分 界面 处 的 波 阻 抗 相 等 。 

(2) 清除 反射 的 四 分 之 一 波长 介质 层 

在 三 层 (电介质 中 , 若 在 介质 1 和 介质 3 之 间 放 置 厚度 为 /4 的 介质 层 , 且 厚度 为 如 /4 
介质 层 的 本 征 限 抗 是 两 边 介质 的 本 征 阻 抗 的 几何 平均 值 , 便 可 消除 电磁 波 由 介质 1 向 介质 2 
传播 时 在 其 交界 面 处 引起 的 反射 。 事 实 上 , 因 4 一 如 /4, 故 及 Q4 二 7/2。 叉 由 假设 芍 二 v 丰 让 ， 
于 是 ,2Z1( 一 d) 二 Zn 二 匠 / 访 二 及 :从 而 了 (一 d) 一 0。 


习 题 


4-1 设 自 由 空间 中 有 一 电场 强度 复 才 量 EE 一 qa,Eoe 四 。 
中 DE 是 否 满 足 自 由 室 间 的 齐 次 舌 量 襄 姆 置 慈 方程? 
加 EE 是 否 表 示 自 由 空间 中 硝 在 的 电磁 波 ? 为 什么 ? 
4-2 一 均 身 平面 波 在 空气 中 洛 十 z 向 传播 ,其 电场 强度 的 陷 时 表达 式 为 


Em 10™cos{2 x 10'xt 一 bz 十 于 jV/m 


中 写 出 磁场 强度 的 卫 时 表达 武 ; 
全 求 波 数 ,的 值 以 及 1 二 3ms 时 上 ,二 0 的 位 置 。 
4-3 自由 空间 中 ,已 知 一 平面 波 的 电磁 场 强度 为 下 (上 一 a.60rcos(]10 十 kz) Vim; 
H(t) 一 a,Hocos(t10i nt 十 ) 站 im。 斌 确定 五 。 及 kt > 0)。 
4-4 已 知 自由 空间 中 一 平面 波 的 电场 强度 E(1) 一 a,Eosin(wt — kz)， 
OD 来 磁 通 量 密度 和 磁场 强度 的 畴 时 表达 式 ; 
加 和 画 出 t= 二 0 时 刻 表 (1) 和 HI(f) 随 zz 的 变化 曲线 。 
4-5 在 填充 理想 介质 (pj 一 1) 的 空间 中 ,已 知 一 均匀 平面 波 的 电磁 场 强度 为 Elf) 一 
a.60ncostwrt — 0.8y) VY/m, HO ~ 4a.2.0costwt — 0,8y) Am 试 确定 E 和 mm。 
4-6 自由 空间 中 同时 存在 两 个 时 谐 电 磁场 ,其 电场 强度 复 才 量 分 别 为 


FE| 一 a Fe 1*, FE; = a Pe "2 


证 明 空 间 中 总 的 平均 电磁 场 功 率 密 度 车 于 两 个 时 谐 场 的 平均 电磁 场 功 率 窗 度 之 和 ， 
4-7 一 工作 频率 了 一 300 MHz 的 平面 波 在 导电 媒质 {e, 二 ]5, Am 一 1 oa 一 30mSmy 中 
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4-8 


4-9 


4-12 


4-14 


湛 正 方向 情 播 。 包 知 洪 工 方 向 极 化 交 此 平面 波 在 z 二 0 外 的 幅 值 为 377 mV jm。 
DD 求 媒质 的 本 征 阻 抗 、 宫 减 常 数 ,传播 常 教 、. 赵 肤 深 度 . 波 的 波长 和 相 束 ; 
加 写 出 媒质 中 任 一 < 处 前 电场 强度 .磁场 强度 的 瞬时 过 村 式 以 及 平均 功率 密度 。 


假设 铀 导体 与 下 半空 间 的 平面 误 界 面 位 于 一 人 站 处 ;在 下 半空 间 tz < 之 0) 中 有 一 工作 类 
率 了 = 100MHz 的 平面 波 珍 在 ,其 交界 面 处 的 电磁 场 强 度 为 FC) 一 4,2.0coswt V/m。 来 
铜 导 体育 在 的 区 域 (z > 0) 内 距离 交界 面 z 二 6,61pm 和 xz 二 33 jm 处 电场 强度 幅 值 


占 z 二 0 寻 幅 值 的 百分比 。 
已 知 一 平面 波 的 工作 频率 为 100 MHz 时 ,石墨 的 穿 透 深度 为 0,16 mm。 
求 :QD 五 肝 的 电 叶 沸 ， 
加 工作 频率 为 100 GHz 的 平面 波 在 石 轩 中 情 播 多 少 距离 时 ,其 场 的 振 福 衰减 了 
20 dB? 
忆 知 一 平面 波 在 电 参 数 为 E, jy，0 的 导电 媒质 中 传播 ,此 平面 波 的 瞬时 电场 E(t) 一 
ayEoe cos(wt — Bz 十 9)。 
求 :四 电磁 场 强度 复 秋 量 以 及 磁场 强度 的 娠 时 矢量 ; 
四 皮 时 电 、 磁 场 能 量 密 度 以 及 益 的 电磁 场 能 章 窗 度 ; 
二 平均 电 、 磁 场 能 重审 度 以 及 总 的 平均 电磁 场 能 量 冤 度 ; 
人 志 皮 时 坡 印 亭 秋 量 以 及 平均 能 流 密 度 科 量 。 
真空 中 ,一 均匀 平面 波 的 电 碰 场 强度 下 (上 = 1.2(g 一 Qy v3)cos[1,2 X 109mr 一 
rf3 二 十 3y 十 2z)7] Vi/m, 
他 求 此 平面 波 的 波长 . 相 移 常 数 、 传 播 方向 上 的 单 性 秋 量 ; 
加 求 此 平面 波 的 平均 功率 流 窗 度 和 平均 电磁 场 能 董 密度 。 
试 根据 以 下 平面 波 的 电场 强度 的 表达 式 , 确 定 平面 波 的 导播 方向 及 其 被 化 方式 : 
OD EQ) = qa,l0ros(lO rt— y)} — gq.5sin(i10 nt — y); 
DD EC() = a,3costwt ~— Br — 30) — a.4costwt — Br 60 
DE=a,2eeil — ge ev, 
DE= Eja,—2 Vig, a)e stm, 
工作 频率 为 10 kHz 的 平行 极 忆 波 在 空 乞 中 以 入 射 角 中 二 88 插入 射 至 海面 上 ,已 知 
海水 的 电 泰 数 为 上 一 8liy 严 一 上 5 一 4Srm。 
(D 求 适 射 角 由 
中 来 傅 输 系数 了 zi 
(I 
他 若 此 平面 波 的 场 强 末 减 了 30 dPB, 则 此 波兰 海平 面 和 下 情 播 了 多 少 距 离 ? 
已 知 一 重 直 裤 化 波 以 30 的 入 射 前 从 媒质 j (sa 一 96 一 10 一 0 入 射 到 媒质 
2( 真 空 ) 中 ,入 射流 的 电场 强度 的 福 值 Ei 二 54 V/。 求 反射 波 ,透射 波 的 电场 强度 
和 磁场 强度 的 幅 值 En，Kw， 日 w4 以 及 Hn。 
真空 中 ,一 平面 波 的 电磁 场 强 度 EC(2) 一 a,20sin(2 X 108rt 十 Bz) 二 gq50c0ost2 X 
108rt tz) mY/m, 
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求 :Q 磁场 强度 的 上 脏 时 及 复数 表达 式 ; 

器 传播 常数 。 
一 活字 方向 极 化 ,工作 频率 了 一 300MHz 的 平面 波 活 十 z 向 人情 播 , 且 已 知 此 平面 波 的 
电场 强度 的 幅 值 为 10 mY/m,; 此 平面 波 从 空气 全 直入 射 到 空气 -理想 介质 的 平面 交 
界面 (z 一 0) 上 ,理想 介质 的 电 参 数 为 上 一 4e01 二 jw。 
求 ,@ 中 此 平面 波 的 反射 系数 .透射 系数 以 及 驻 波 比 ; 

加 空气 和 理想 介质 中 入 射 波 ,反射 波 和 透射 波 的 电场 强度 和 磁场 强 庶 复 拓 量 的 

表达 式 ; 

名 入 射 波 、 反 射 波 和 透射 波 的 平均 功率 流 密度 。 
室 气 中 ,一 活 十 = 方向 情 播 的 均匀 平面 波 正 入 射 到 = 一 0 处 的 理想 导电 平面 上 ,其 入 
射 波 的 电场 强度 且 时 矢量 为 


FE, 一 aFEocostwt — Be) ta,E wsintwt — Be) VY/m 


国 写 出 入 射 波 的 电场 强度 复 失 量 的 表达 式 ; 

全 写 出 入 射 波 的 矿 场 强度 且 时 和 拓 量 的 表达 式 ; 

地 求 出 入 射流 、 反射 波 和 得 射 波 的 平均 功率 流 密 度 失 量 

国 导出 z<0 室 间 中 合成 波 的 电场 强度 和 磁场 强度 复 和 失 量 及 理想 导电 平面 上 巧 应 面 
电流 密度 的 表达 式 。 

真空 中 有 一 厚度 d 一 5 pm 的 铜板, 电场 强度 的 振幅 为 10 W/m 的 平面 波 委 直入 射 到 

室 气 与 钢板 的 交界 面 上 。 若 平面 波 的 工作 频率 了 一 100 MHz, 求 真 室 和 钢板 中 反射 

波 .直射 波 的 电场 强度 的 振幅 值 。 

一 赔 极 化 波 从 理想 电介质 1 插入 射 到 理想 电介质 1 与 理想 电介质 2 的 平面 交界 

面 上 。 

中 确定 5 二 和 8&1 半 & 两 种 情况 下 ,理想 电介质 1 中 的 反射 波 和 理想 电介质 2 中 的 
透射 波 的 极 化 方式 ; 

四 当 e 一 9596 时 ,人 答 使 反射 波 为 线 扳 化 波 ， 其 入 射 角 应 为 多 少 ? 

一 均匀 平面 波 从 自由 空间 稚 直 入 射 到 某 介 质 平 面 二 日 时 ,在 自由 空间 形成 行 驻 波 ， 

已 知 其 驻 波 比 为 2.7, 且 介质 平面 上 出 现 波 节点 。 求 介质 的 介 电 常数 

一 平行 福 化 波 以 75" 的 布 儒 斯 特 角 由 一 理想 介质 入 射 到 室 气 中 ,来 此 介质 的 相对 介 

电 常 数 。 

一 工作 频率 为 100 MHz 的 委 直 极 屁 波 以 60 的 入 射 角 从 淡 术 (&, 一 80, oa 0) 中 入 

射 到 淡水 和 空气 的 平面 京 界面 (z 一 0) 上 。 

中 求 出 淡水 和 空气 充 界 面 处 的 反射 系数 ; 

加 导出 空气 中 电场 强度 的 复数 表达 式 ; 

国 写 出 空气 中 复 坡 印 亭 和 失 量 的 表达 式 。 

空气 中 ,有 一 波长 板 短 的 同 板 化 波 计 入 射 至 玻 瑞 制 ts, = 二 3,，0 二 0) 的 直角 三 角形 被 

镜 的 斜面 AC 上 ,其 截面 如 图 4.16 所 示 。 已 知 蝇 一 60" 以 及 入 射流 的 平均 功率 密度 

为 1 久 /m, 求 校 镜 直 衣 边 上 训 射 的 波 的 平均 功率 密度 为 多 少 ? 
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一 工作 频率 为 5 GHz 的 平面 波 从 空气 重 直 入 射 到 两 层 不 同 的 非 磁 性 媒质 构成 的 介 
质 板 上 ,如 图 4.17 所 示 。 已 知 两 层 介 质 的 介 电 常数 分 别 为 6 一 9eoyss 一 46o， 厚 度 
分 别 汰 dd 一 2.5tmmy d; 一 了 .5mnm。 
中 问 反 射 回 空气 的 友 射 波 平 均 蕊 率 密 度 为 入 射 波 平均 功率 密度 的 百 分 之 几 ? 
@ 若 入 射流 的 工作 频 妾 变 为 10 GHz, 则 反射 波 的 平均 功率 密度 又 为 入 射流 平均 功 
率 密 度 的 百 分 之 瓜 ? 
某 需 达 的 工作 频率 为 3 GHz, 现 用 相对 介 电 常数 为 2.8 的 理想 电介质 平板 做 一 天 
线 单 ， 
中 介质 平板 的 厚度 为 多 少时 不 出 现 反 射 ? 
加 若 雷 达 的 工作 频率 变 为 3.1 GHz 或 2.9GHz 时 ,反射 系数 变 为 多 少 ?9 
在 半 无 限 大 的 玻 瑞 块 的 平面 上 尝 一 野 薄 膜 以 消 队 红外 绕 (4 = 二 0.75 pgm) 的 反射 ,已 
知 玻 璃 与 薄膜 均 为 理想 电介质 , 且 玻 殉 的 相对 介 电 常数 为 6.25。 
求 :中 薄膜 的 相对 介 电 常数 已 和 厚度 dd; 
加 薄膜 对 此 外线 (4 一 0.38 nm) 的 反射 系数 的 大 小 ， 
如 图 4.18 所 示 , 一 均匀 平面 波 从 介质 
1 得 相 入 射 到 多 层 理 想 电 介质 的 平面 
交界 面 访 上 ,各 区 域 中 介质 的 相对 介 
电 常 数 分 别 为 6 二 ;5&2 二 en， 
si 一 1]680， 介质 2 的 厚度 df 二 hs/3。 已 
知 此 平面 波 的 电场 强度 卜 时 矢量 为 


F=a,350cos(2 xX 10 nt—2.0942) PVAm 


来 :中 分 界面 研 上 的 反射 系数 ; 
(@ 介质 1 中 的 平均 功 这 流 密度 矢量 。 


图 4.18 萄 4-27 附 辕 
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0 
规则 传输 系统 工 一 一 时 行 电磁 波 


前 一 章 研究 了 平面 电磁 波 在 无 限 大 媒质 中 传输 及 其 在 多 层 半 无 限 大 媒质 的 平面 交界 面 
上 反射 和 透射 的 问题 。 电 磁 波 除了 在 无 限 空 间或 半 无 限 空 间 中 传输 外 ,还 可 以 在 空心 金属 
波导 管 . 同 轴线 等 装置 中 传输 ,这 种 电磁 波 称 为 导 行 电磁 波 , 简 称 为 导 ( 行 ) 波 。 能 够 传输 导 
波 的 装置 称 为 传输 系统 (或 导 波 系 统 }。 传 输 系 统 的 模 截 面 的 形状 ,尺寸 以 及 填充 媒 夺 的 电 
参数 和 分 布 状态 都 不 随 系统 的 轴线 ( 纵 轴 ? 方 癌变 化 的 无 限 长 的 平 直 传 输 系统 叫做 规则 传输 
系统 (或 称 规则 导 波 系统 )。 本 章 要 讨论 的 传输 系统 就 是 规则 传输 系统 。 

微波 技术 中 常用 的 传输 系统 是 由 单 根 或 多 根 相 互 平行 的 空心 或 实心 的 柱 形 导体 或 介质 


| 
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本 Cr) 
图 5,1 情 输 系统 [ 宰 截 面 ) 揭 演 奕 
ca) 同 轴线 ifb) 图形 介质 波导 ;tec) 半 阅 形 镜像 介质 波导 ; td》 经 形 镜像 介质 波导 ; (e) 后 波 
导 ;tf) 陷 太 式 镜像 介质 波导 ;lg} G 波导 ;ih) 栅栏 波导 ;tiD 圆 形 金属) 波导 ;0j) 椭圆 形 ( 金 属 ) 波 
导 ;(k) 三 角形 :金属 ) 波 导 ; (1) 矩形 :人 金 恬 ) 波 导 ; im} 着 形 波 导 ; tn) 同 轴 带 状 线 ;to) 带 状 线 ; 
Cp) 微 带 线 (9q) 槽 线 ;fr) 共 面 波导 ;ts) 请 线 
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组 成 ,可 分 为 以 下 四 类 :(1)TEM 模 传输 线 : 它 由 两 根 以 上 平行 导体 构成 ,通常 工作 在 主 
模 一 一 横 电 磁 模 5( 即 TEM 横 ) ,如 平行 双 导 线 , 同 轴线 等 。 这 种 传输 线 也 可 传输 TM 模 或 
TE 模 ; (2) 金 属 波导 : 它 由 单 根 封闭 的 柱 形 秃 体 管 移 成 ,其 工作 模式 可 分 为 横 磁 (TM) 各 和 
横 电 5TE) 模 两 大 类 ,如 矩形 波导 、 圆 形 波导 等 ;(3) 准 TEM 模 和 非 TEM 模 传 输 线 :它们 也 
由 两 根 或 两 根 以 上 平行 导体 构成 ,但 却 不 能 工作 于 纯 TEM 模 。 工 作 主 模 是 准 TEM 模 的 传 
输 线 有 微 带 线 , 共 面 波导 等 ,工作 于 非 TEM 和 模 的 传输 钱 有 梭 线 和 鳍 线 ; (4) 表 面 波 传输 系 
统 : 它 由 单 根 介质 或 甫 介质 层 的 导 栖 构成 ,电磁 波 沿 其 表面 传播 。 这 类 传输 系统 的 工作 模式 
是 混合 模 , 即 TM 机 和 TE 和 模 的 每 加 ,但 在 有 些 情况 下 ,也 可 传输 TM 模 、TE 模 或 TEM 模 。 
这 类 传输 系统 有 和 矩形 介质 波导 、 圆 形 介质 波导 凡 及 镜像 介质 波导 等 。 实 际 上 , 除 平行 双 导 线 
外 。 其 他 传输 系统 均 可 看 作 是 从 局 轴线 演变 而 来 。 图 5. 1 未 出 了 部 分 传输 系统 的 演变 过 程 。 
下 面 首先 从 规则 传输 系统 中 的 电磁 场 方程 出 发 ,介绍 规则 传输 系统 中 导 波 的 一 般 特 性 ; 然 
后 讨论 帘 形 波导 中 导 波 的 传输 特性 以 及 传输 主 模 的 特点 ;最 后 介绍 同 轴线 中 导 波 的 传输 特性 。 


5.1 柱 形 传输 系统 中 的 导 波 及 其 特性 


5.1.1 柱 形 传 输 系 统 中 的 电磁 场 


为 了 得 到 规则 传输 系统 中 电磁 场 的 普遍 关系 式 , 常 采用 如 图 5. 2 所 示 的 (广义 ) 正 交 柱 
坐标 系 。 在 这 种 坐标 系 中 有 一 个 坐标 是 直角 坐标 , 定 为 <,z 轴 与 规则 传输 系统 的 轴线 相 重 
合 :z,m 是 规则 传输 系统 横 截面 上 的 曲线 坐标 。 显 然 直 角 坐 标 系 和 图 柱 坐标 系 是 正 交 柱 坐 
标 系 的 特例 。 分 析 正 交 誉 标 系 下 规则 传输 系统 
的 常用 方法 有 两 种 ;纵向 场 法 和 蔡 蓝 矢量 位 法 ， 
这 里 只 讨论 纵向 场 法 。 

所 谓 纵向 场 法 ,就 是 根据 规则 传输 系统 的 边 
潮 形 状 和 上 故 寸 党 其 轴 向 不 变 的 特点 ,从 电场 强度 
五 和 磁场 强度 互 所 满足 的 矢量 交 姆 霍 兹 方程 中 
分 魔 出 只 会 电场 纵 辣 分 量 和 磁场 纵向 分 量 的 标 
量 亥 姆 霍 葡 方程 ,利用 边界 条 件 求 出 电场 和 磁场 


图 5.2 规则 柱 形 传 输 欠 裔 
的 纵向 分 量 , 再 利用 纵向 场 分 量 求 出 电磁 场 的 各 肪 其 坐标 系 


个 横向 分 量 ，。 
为 简单 起 见 ,假定 规则 传输 系统 内 填充 的 媒质 是 均匀 .线性 .各 向 同性 的 ,传输 系统 内 无 
目 由 电荷 和 传导 电流 存在 ; 且 传 输 系 统 内 的 场 为 时 谐 场 , 则 在 正 交 柱 坐 标 系 中 ,规则 传输 系 
统 内 的 复 和 拓 量 E(u, wz) 各 (4 wv， x) 应 分 别 满足 式 (2. 101) 中 的 两 个 齐 次 矢量 交 姆 霍 兹 
方程 , 即 
V Elu, v, <) + RECu, v, 2) 一 站 (5. 1a) 
ViHiu, vv, 2) + keHla;, vy, x)—0 5.1b) 


再 将 正 交往 坐标 系 中 的 电场 和 磁场 分 解 为 横向 分 量 和 纵向 分 量 , 即 
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Ftnus vs 2) CO— 再 人 和， Uy T) abu 证 
(5. 2) 

Hiau, vu, £2) = Haus vs ei TH,.(lnu, Uv, 2) 

将 式 (5.2) 民 入 式 (5. 1) ,可 得 

VE, +k:E,.=0 (5, 3a) 
ViH, EH,.=0 《5. 3b) 
VE EE 一 人 (5, 4a) 
YH -EH=0 C5. 4b) 


由 此 可 和 砚 ,在 正 交 柱 坐 标 系 中 电场 的 维 向 分 量 . 横 向 分 量 以 及 磁场 的 纵向 分 量 .横向 分 量 分 
区 满足 标量 ,矢量 记 姆 稚 兹 方程 。 一 般 说 来 , 式 (5.4) 的 任 一 个 矢量 记 姆 淮北 方程 不 能 再 分 
解 成 形 如 式 (5. 3) 那 样 交 两 个 标量 交 姆 惟 兹 方程 ,只 有 在 直角 坐标 系 下 才能 实现 这 种 分 解 。 
因此 ;通常 都 先 从 E. 和 互 . 满足 的 标量 交 姆 旱 花 方程 和 特定 边界 条 件 所 构成 的 定 解 问题 中 
求 出 五 . 和 五 . ,然后 再 由 EE. 和 五 . 求 出 横向 分量 五 和 HH.。 

在 正 交 坐标 系 中 , 因 坐 标 x 对 应 的 度量 因子 二 1; 而 坐标 4, yw 所 对 应 的 度量 因子 户 ， 
hy 与 坐标 无关, 即 


A 
二 (及 )= 元 (用 )= 元 (ia 一 0 (3. 5 
喜 有 
加 
V = VV V+ (5.6) 


式 中 ,总 称 为 横向 拉 普 拉 斯 算 子 。 将 方程 (5. 3a) 分 离 变 量 , 令 


Etwuy vr 2) = E(u ZE) = ECT)ZL2) C5, 7 
将 式 (5.7) 和 式 (5.6) 代 入 方程 (5. 3a) 并 整理 ,可 得 
1 d2(z)_ 1 2 2 : 
ne ECTy vk ECT) £6, 8) 


上 式 左 端 是 中 的 荡 数 ,与 Hs v 无 关 ; 右 端 是 wD 的 函数 ,与 xz 无关, 显然 具有 左 、 右 两 癌 都 等 
子 某 一 常数 时 该 式 才 能 成 立 。 令 此 常数 为 7, 则 得 


VE (T) 十 (起 十 ?IECT) =0 (5. 9a) 
A Ze 一 0 (5. 9b) 
dz 
以 同样 的 方法 ,可 得 昌 , 的 两 个 方程 为 
VIHAT) + (E+ YH (T=0 (5. 10a) 
4 一 ZK) = C5. 10b) 


车 在 (5.9) 和 (5., 10) 黄 方程 中 , 令 屁 二 起 十 站 ， 则 有 
VE.(T) 十 EEC(CT)y=0 5.11a) 
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VHAT) -RH.(T) 一 0 (5. 11b) 
在 图 5.2 所 示 的 正 交 柱 堂 标 系 中 ,V' 为 


| 


将 上 式 代 入 式 65. 11) 得 


1 ad /hs A a ha 
| ee 
式 中 ,更 可 以 是 下 .CT 和 五 .( 太 中 的 任意 一 个 ， 

方程 (5. 9) 和 (5. 10) 是 同一 方程 ,此 方程 决定 了 电磁 场 滞 传 输 系统 轴 向 的 分 布 特性 ,其 
通 解 为 


) +#v=0 (5. 12) 


Ze} 一 由 人 十 站 er 《5.。 13ay) 


式 中 ,ATe 站 和 和 A-e* 分 别 表 示 沿 传输 系统 的 正 z 方向 传输 的 入 射 波 和 和 人 负 z 方向 传输 的 反 
射 波 14+ 和 六 ”为 待定 常数 。 式 (5, 13a) 可 写 为 以 下 形式 ， 


Zz) 一 AteT™ 5.13b) 
因 规 则 传输 系统 为 无 限 长 ,没有 反射 波 , 故 A- = 二 0。 于 是 有 
Zz) = AT ev {5.13c) 


上 式 表 明 , 导 波 的 电场 和 磁场 沿 x 按 指数 规律 变化 ,变化 的 特点 取决 于 Y。 当 7 为 实数 时 ， 
场 的 振幅 向 x 按 指 数 规律 变化 ,相位 沿 = 不 变 ; 当 YY 为 虚数 时 , 场 的 振幅 沿 = 不 变化 ,而 相位 
沿 z 变化 ; 当 7 为 复数 时 , 场 的 振幅 和 相位 沿 = 均 发 生变 化 。 因 此 , 当 7 为 实数 时 , 导 波 处 于 
截 目 状态 ;7 为 复数 和 虚数 时 , 导 波 则 处 于 传输 状态 。 所 以 ,Y 为 导 波 的 传播 常数 。 传 播 常 
数 为 复数 时 ,也 可 表示 为 7 一 a 十 衣 . 其 中 为 训 减 常数 ,8 为 相 移 (相位 常数。 特别 地 , 若 
传输 系统 无 耗 , 则 7 = 六 。 

至 此 ,根据 具体 传输 系统 的 边界 条 件 ,就 可 从 方程 (5. 12) 求 出 了 (7T) ,将 它 与 式 (5, 13e) 
代入 式 (5.7), 即 可 得 到 规则 传输 系统 中 导 波 的 纵向 电场 分 量 已 {z，um，z) ,再 魏 以 时 间 因 子 
e”* 取 实 部 , 即 可 得 到 咀 时 场 量 上 .(w，v，z,z)。 同 样 也 可 得 到 玉 ,.(w, w, x， 1)。 至 于 方程 
(5. 12) 的 县 体 求解 ,将 在 本 章 5.3 和 5.4 节 结合 具体 传输 系统 进行 讨论 。 

对 于 电场 EF 和 磁场 H 的 横向 分 量 , 不 必 再 去 求解 方程 (5. 4)。 事 实 上 , 场 的 某 个 横向 分 
量 所 满足 的 方程 一 般 是 较为 复杂 的 二 阶 偏 微分 方程 ,求解 较为 困难 。 为 了 得 到 导 波 的 横向 
分 量 的 表达 式 ,将 无 源 的 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 两 个 旋 度 方程 ， 

VxE 一 一 jwnH 
有 XXX 有 一 jos 了 
在 图 5.2 所 示 的 正 交 柱 坐 标 系 中 展开 ,并 经 过 适当 整理 ,得 


E, = (i + 了? 
8 hs dv kh au 


(5, 14a) 


— l/r3H. 了 9 
玉 一 下 ( 喝 du hh: | Co py 
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_ 1/isxe 9 7 3H, : 
ple 下 > dv hh | ue 
__ 1 /ive 3F. Ya 
I oe u Te pp We 


在 今 FE. 三 二 dF, 十 ,FE,， HH, = a.H., 二 da.H,, 则 可 将 上 和 式 写 成 下 述 更 简洁 的 形式 : 
示 至 2 十 jar. x (VH.)] (5. 15)》 
H, = 一 评 [YV.H, 4 jwea, x (VE.)] (5. 16) 


这 两 个 关系 式 表 明 , 柱 形 传输 系统 中 场 的 各 个 横向 分 量 可 以 完全 由 两 个 纵向 分 量 EE ,五 - 来 
表示 ; 即 一 旦 求 E. 和 互 ., 其 他 横向 分 最 即 可 求 得 。 


5.2 导 波 的 分 类 及 其 特点 


$.2.1 导 波 的 分 类 


传输 系统 中 的 模式 (简称 为 模 ) 又 称 为 波 型 (简称 为 波 ), 它 是 指 能 够 在 传输 系统 单独 存 
在 的 电磁 场 结 构 或 分 布 。 通常 按 模式 有 无 雏 向 场 分 量 进行 分 类 ,本 分 为 两 大 类 ，; 

《1) 无 纵向 场 分 量 。 即 王 . = 五. 一 0。 因 只 有 横向 电磁 场 分 量 , 故 称 为 机 电磁 模 (TEM 
模 ,TEM 波 )。 这 类 模式 的 电磁 力 线 处 于 传输 系统 的 横 截 面 内 , 且 只 能 存在 于 多 导体 构成 
的 传输 系统 中 。 

(2》 有 维 问 场 分 量 。 这 类 模式 可 细 分 为 三 类 ;QD E, 关 0, 有 日. == 0, 这 类 模式 称 为 横 磁 模 
或 横 磁 波 , 简 记 为 TM 模 或 TM 波 。 轩 为 内 有 电场 才 有 缴 问 分 量 , 故 又 称 为 电 模 或 电波 , 简 
记 为 下 模 或 玉 波 。 该 类 模式 的 磁力 线 是 在 传输 系统 横 截 面 内 的 闭合 曲线 ,而 电力 线 则 为 空 
间 曲 线 ; 名 EE. 一 0, 万. 关 0, 这 类 模式 称 为 模 电 模 或 横 电波 , 简 记 为 TE 模 或 TE 波 ,因为 只 
有 磁场 才 有 级 向 分 量 , 故 又 称 磁 模 或 磁 波 , 简 记 为 日 模 或 H 波 。 该 类 模式 的 电力 线 是 传输 
系统 的 横 堆 面 内 的 曲线 ;:@@) E, 关 0, 五. 关 0, 这 类 模式 称 为 混合 模 或 混合 波 ,可 以 看 成 TE 
模 和 TM 模 的 线性 香 加 ,所 磁 模 ( 简 记 为 EH 模 ) 和 磁 电 模 ( 简 记 为 HE 模 ) 等 都 是 混合 模 。 
应 指出 ,TE 模 和 TM 模 可 以 单独 存在 于 由 光 谓 导体 壁面 构成 的 柱 形 波 导 中 ,而 混合 模 则 存 
在 于 开放 式 波 学 和 非 规 则 波导 中 。 

下 面 分 别 对 TEM 模 ,.TM 模 ,TE 模 的 特性 进行 分 析 。 


5.2.2 TEM 模 的 特性 


1) TEN 模 场 的 特点 
由 式 (5, 14) 可 知 , 当 玉 , 二 日, 二 0 时 ,TEM 模 有 非 零 解 的 条 件 是 
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Rk. 二 作 (5.17) 


若 传 输 系统 无 耗 , 则 传播 常数 为 


此 时 电磁 场 的 横向 分 量 可 表示 为 
E(T, 2)} = EC(T, 2} — E(T}e C5, 19) 
HT, 2) = HCT, 2) 一 HCDYe 一 Ee x ECTyei (5. 20) 


叉 由 传输 系统 中 电磁 场 横 应 分 量 满足 的 偏 微 分 方程 45. 4) ,有 
VET) 一 VE(T)=0 (5. 21) 
VHT) = VH(T)=0 (5, 22) 


这 说 明 ,TEM 模 的 电场 和 磁场 均 满 足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 由 于 二 维 静 电场 和 恒定 电流 产 
生 的 磁场 也 满足 同样 的 方程 ,因此 TEM 模 的 电磁 场 在 传输 系统 横 截 面 上 的 分 布 与 边界 条 
件 相 同 的 二 维 静 态 场 完全 一 致 ， 但 应 注意 ,这 蜂 所 说 的 一 致 仅 对 场 在 横 截 面 上 的 分 布 而 言 ， 
场 与 变量 上 和 >#z 的 关系 两 者 不 同 ,TEM 模 对 上 和 >* 的 依赖 关系 为 e'* 下 ,而 静态 场 则 与 i 

2) 传播 特性 

《1) 相 速 世 

沿 x 向 传播 的 导 行 波 的 相 速 定义 为 导 波 的 等 相位 面向 前 穆 动 的 速度 ,可 由 相位 恒定 条 
件 求 出 , 即 


Ww 一面 | 一 也 (5. 23) 
EE (5. 24) 

p k a 

(2) 波导 波长 如 
传输 系统 中 导 行 波 的 被 导 波 长 定义 为 导 波 在 一 个 周期 的 时 间 内 党 系统 传播 的 有 距离 , 即 
bp 一 WT 一 《5. 25) 
对 TEM 模 , 因 vw, 二 vw, 故 有 

A, 一 了 二 (5. 26) 


(3) 波 阻 抗 2 
传输 系统 中 导 行 波 的 波 阻 抗 定 义 为 某 个 模式 的 横向 电场 与 横向 磁场 之 比 , 即 
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z= 疗 (5. 27) 

对 TEM 模 ,由 上 式 得 
Zr 一 二 一 宪 一 E 一 7 (5. 28) 


特别 地 ,知人 和 传 输 系 统 以 空气 作为 填充 媒质 , 则 Zrew = 页 二 Vs 377 则 。 

由 此 可 见 ,TENM 模 的 相 速 ,波导 波长 和 被 阻抗 与 无 界 空间 中 平面 波 的 速度 ,波长 和 本 
征 阻抗 完全 相同 ,因为 这 种 传输 系统 中 导 波 的 传播 常数 与 无 界 空间 中 平面 波 的 传播 常数 相 
同 。 对 填充 无 耗 媒质 的 传输 系统 ,TEM 模 的 相 速 与 频率 无 关 , 即 中 与 如 成 线性 关系 。 这 种 
特性 称 为 无 色散 性 ,因此 TEM 模 称 为 无 色散 模 。 

顺便 指出 ,由 TEM 模 的 场 在 系统 横 截 面 的 分 布 与 静态 场 相同 这 一 特点 ,可 判断 具体 的 
传输 系统 能 否 传 输 TEM 模 。 例 如 空心 金属 柱 曾 波 导 , 因 其 横 截 面 内 无 法 建立 起 静态 场 ( 导 
何 表 面 上 存在 异性 叫 荷 时 不 可 能 是 静态 ) ,所 以 空心 金属 波导 中 不 存在 TEM 模 。 面 同 轴线 
则 可 建立 起 静态 场 , 故 可 存在 TEM 模 。 由 此 可 知 ,TEM 模 只 能 存在 于 多 导体 构成 的 传输 
系统 中 。 


s.2.3 TM 模 和 TE 模 的 特性 
1) 场 分量 和 波 阻 抗 


(1) TM 模 
对 TM 模 , 因 五 . = 0, 于 是 式 65. 15) 和 和 式 (5. 16) 变 为 


oA VE (5. 29a) 
H, —— Pe, xX YE. (5. 29b) 
其 完整 表达 式 为 
ae ey a 
[一 二 YE:CT +aE.(D) |e* (5, 30a) 
HOT, zx) = H.CT, 2) = 一 js x VE CT)e* (5. 30b) 


根据 波 阻 抗 的 定义 ,对 无 耗 传输 的 TM 模 , 7Y = 六 ,于 是 ,其 波 阻 抗 为 
E, ”7 _8 


ZI 二 = = 


Fe EL TEM ‘5. 31) 


(2) TE 横 
对 TE 模 , 因 玉 , 一 0, 于是, 式 (5,15) 和 和 式 (5, 16) 变 为 
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E, 一 a x YH,. (5, 32a) 
H, = WH (5. 32b)y 
共 完 整 表达 式 为 


ECT, 2) = E(T, x) — Pa, XVH.(T, 2) = Sa, x VHT)e™ 


(5, 33a) 


1 i er eh | 一 十 YLCTD taH.(T) |e* 


《5. 33b) 
对 无 耗 传 输 的 TM 模 , 其 波 阻 抗 为 
Ry 
rT = Be TE C5. 34) 


2) 传输 特性 

(1) 传输 条 忻 

从 前 面 讨论 可 知 , 空 心 金属 柱 面 波导 不能 传输 TEM 模 , 但 这 种 传输 系统 则 能 传输 TE 
模 和 TM 模 。 不 过 ,要 使 这 两 种 波 型 能 够 在 此 传输 系统 中 传输 , 尚 需 满足 一 定 的 条 件 。 下 
面 就 来 讨论 这 种 传输 系统 中 导 波 传输 或 截止 的 条 件 。 

对 TM 和 TE 两 种 模式 , 因 了 关 0, 由 起 二 如 十 ,得 


Y= wh: ok 《5. 35) 


因此 ,由 二 与 起 的 不 同 关系 ,对 每 一 个 给 定 的 TM 或 TE 模 , 当 频率 由 低 到 高 变化 时 ,其 
值 都 会 出 现 以 下 三 种 情况 ， 
OD 当 姑 二 起 时 ,有 


Y= B=) ve — Ek (5. 36) 

式 中 ,8B 为 实数 。 此 时 波 沿 > 轴 只 有 相位 变化 ,而 无 幅 值 的 衰减 。 这 就 是 导 波 的 传输 状态 ， 
对 应 的 模式 是 传输 模式 。 

y=0 (5. 97) 


kk. 本 皮 ， 
VE 2 ve 


趟 中 ,w.，f. 分 别称 为 截止 角 频 率 和 截止 频率 ,相应 的 波长 为 


(5 38) 
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A 一 一 《5. 39》 
称 为 截止 波长 ， 
显然 , 当 频 率 降 低 到 截止 频率 或 波长 增 大 到 截止 波长 时 , 导 波 的 传输 过 程 避 截止 。 
曲 当 外 < 所 及时 ,有 
y= vahi—k =a C5. 40) 


因为 7 为 实数 , 故 波 的 振幅 沿 = 按 指 数 规 律 误 减 ,能 量 不 能 沿 = 同 传 播 。 这 就 是 传输 系统 的 
截止 状态 ,此 村 对 应 了 < 一 或 4 富 久 。 

归纳 上 述 三 种 情况 可 知 , 只 有 当 电 磁 波 的 工作 频率 了 大 于 截止 频率 六 或 工作 波长 4 小 
于 截止 波长 4, 时 , 导 波 才能 在 空心 金属 柱 面 波导 中 传输 。 这 说 明 这 种 传输 系统 具有 高 通 滤 
波 器 的 特性 。 

(2) 波 的 相 速 和 波导 波长 

a) 相 速 


根据 式 (5. 23)) 因 有 一 vv 名 一 可， 而 点 一 2r/ 上. 一 2， 于 是 有 


gv 

6 i (5, 41) 
be 

b) 波导 波长 

模 据 式 05. 25) ,波导 波长 为 


人 (‘5,42) 


而 上 与 4 的 关系 为 
p= 一 (5. 43) 


(3) 波 的 群 速 

前 而 讨论 的 导 波 的 相 速 只 是 对 导 波 的 幅度 、 相 位 和 频率 均 未 受到 调制 时 单 频 的 等 幅 简 
谐 波 (单一 频率 的 行 波 ) 而 言 , 这 种 单 频 简 谐 波 并 不 携带 任何 信和 号。 为 了 传输 信号 必须 对 导 
波 的 参量 (幅度 ,相位 或 频率 ) 进 行 调制 ,而 被 调制 的 导 波 已 不 再 是 单 频 面 是 一 个 包含 多 频率 
成 份 的 波 。 所 谓 群 速 ,是 指 一 群 具 有 非常 接近 的 角 频 率 w 和 相 移 常数 8 的 波 ,在 传输 过 程 中 
表现 出 来 的 共同 速度 ,这 个 速度 表示 能 量 的 传播 速度 ,用 vw 表示 。 下 面 以 调幅 波 为 例 ,时 出 
群 速 ( 即 波 包 的 传播 速度 ) 的 表达 式 ， 

为 简单 起 见 , 考 虚 由 两 个 频率 和 相位 相差 其 微 的 等 幅 波 合 加 面 成 的 调制 波 。 设 


E, FE em ta ts] (5, 44) 
FE, = 再 el ot | 《5. 45) 


式 中 , Aw < 委 am， Ap 所 名。 于 是 ,合成 波 的 场 为 
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五 一 E 十 EF, 二 Eeit™m i [ er) ee :1 ] 
一 oF costAwt 一 APz ) em (5, 46) 


可 见 , 合 成 波 为 一 调幅 波 , 其 振幅 函数 表示 一 个 变化 缓慢 的 波 , 它 秋 加 在 高 频 载 波 上 形成 合 
成 波 的 晤 度 包 络 线 ( 或 称 合成 波 的 波 包 )。 合 成 波 的 变化 规律 如 图 5. 3 所 示 。 
调幅 波 的 信和 号 是 由 波 包 在 传播 方向 上 的 有 
运动 来 传递 的 ,因此 波 包 的 传播 速度 就 代表 ， 包 络 
了 信和 号 的 传递 速度 。 波 包 的 传播 速度 很 容易 
由 相位 恒定 条 件 求 出 , 即 


Awt 一 Aflz = const. (5. 47) | | | | | | | | | | | 人 _ 


将 上 式 对 + 求 导 , 可 得 群 速 的 表达 式 为 | | | | | 以 | | | | 
人 图 5.3 调幅 法 的 变化 规律 


由 于 群 速 定义 为 频率 和 相位 相差 甚 微 的 一 群 波 所 表 
现 的 共同 速度 ,因此 只 有 在 Ao 一 0, ap 一 0 的 极限 情况 下 才 是 严格 的 。 于 是 , 群 速 的 产 格 
表达 式 为 


(5. 49) 


让 

| 
rr 
各 | 人 
ss 

| 
千 |- 


(所 )， 


由 于 六 = 一 pe 一 大 ,因此 TM 模 和 TE 模 的 群 速 为 


vy =U A vv tf (C5, 50) 


从 TM 和 TE 模 的 相 速 、 群 速 的 宸 达 式 可 看 出 以 下 两 点 ; 

CY vy 2 WH ot 

《2) vp，vws 均 为 频率 的 随 数 , 波 速 随 频率 变化 ,因此 TM 模 和 TE 模 为 色散 波 。 对 TEM 
模 , 因 其 4. 一 ce, 故 且 一人 三 一 2， 即 波 速 与 频率 无 关 , 这 再 次 说 明 无 耗 传输 的 TEM 模 为 
无 色散 流 。 


5.2.4 导 波 的 传输 功率 .能 量 和 衰减 


1) 时 波 的 (平均 ) 导 输 功 闵 
导 波 的 传输 功率 属于 有 功 功 率 , 它 等 于 复 功 率 取 实 部 。 在 规则 传输 系统 中 , 当 不 考虑 损 
耗 时 , 波 沿 正 z 方向 传输 的 行 波 功 率 就 是 x 问 的 平均 功率 流 窗 度 天 量 沿 模 截 面 的 积分 , 即 


1 


P= |S. .dsS = 十 Re (EXxH'). dS= 
5 2 5 2 


Re ‘EF. 区 H.”) * 4.dS 
号 


了 二 |. | E. 12dS = Z| | H, |:dS (5.51) 
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式 中 ,HH* 为 瓜 , 的 共 罗 复 矢量 ;2Z 为 对 应 传输 系统 中 传输 模式 的 波 阻 抗 。 上 式 是 导 波 传 输 
功率 的 一 般 表 达 式 ,对 TEM,TM 和 TE 模式 均 适 用 。 

2) 导 波 的 能 量 

传输 系统 中 单位 长 度 内 导 波 的 平均 电场 储 能 和 磁场 储 能 WW。,，W。, 表 示 为 


WW = | ee | E.E'"dSs (5. 52a) 
5 4s 


W.. 一 | rh #|H .HdS (5. 52b) 
己 


式 中 ，(tw)w， (Cwm) 分 别 为 平均 电场 和 磁场 能 量 密度 。 将 TEM 模 、TM 模 和 TE 模 的 电场 和 
磁场 表达 式 代 人 式 (5. 52》, 即 可 求 得 相应 传输 系统 单位 长 度 内 平均 电场 情 能 和 三 场 储 能 。 

导 波 能 量 上 其 有 以 下 重要 特性 ;在 无 耗 传 输 系统 中 , 导 波 的 平均 电场 储 能 和 磁场 储 能 彼此 
相等 , 即 


WW 一 全， {5. 33) | 
为 了 证 明 式 (5. 53) 成立, 考察 如 图 5.4 I 
所 示 的 无 耗 金 属 柱 面 波 导 , 其 中 波导 长 度 为 。 a 本 
! ,波导 段 的 封闭 面 的 面积 S = S, 十 Sz 十 SS;。 入 射流 om 。 2 
由 复 披 印 亭 定理 ,可 知 
z=0 zl 
-BXH') .ds = P+ jiZoW —W.) 图 5.4 无 耗 金 属 柱 面 演 导 自 


(5. 354) 


由 于 波导 无 耗 , 故 吕 一 0。 若 设 S 面 上 的 场 为 E, 本 , 则 5 面 上 的 声 应 为 Ee 站、 
Hie 必 。 图 中 S; 为 理想 金属 壁面 ,在 此 壁面 上 4a, XE=0, 故 5 面 上 的 积分 为 等, 因而 得 


| (Bx HY ) .adS+ 二 | (下 文生) CaydS = jw(W, —W.) (5.55) 
Ea 2 Js 
显然 ,上 式 左 端 两 项 积分 相等 而 符号 相反 , 故 为 零 。 于 是 ,在 5S,，S: 所 限定 的 波导 段 内 式 
(5. 55) 成 立 。 

3) 导 波 的 硼 减 


前 面 的 分 析 是 假设 传输 系统 没有 损耗 , 即 没有 导体 损耗 (e 一 oo), 也 没有 介质 损耗 (2， 
s 均 为 实数 ) ,所 议 导 波 在 传输 过 程 中 幅度 没有 衰减 ,a 一 0, 7 二 诅 ; 这 是 理想 的 情况 。 事 实 
上 ,导体 的 上 电导 率 不 可 能 是 无穷 大 ,导体 总 存在 欧姆 损耗 (o 为 有 限 值 ); 介 奈 对 导 波 也 总 会 
有 一 定 的 损耗 (u, 。 为 复数 ) ,从 而 引起 导 波 的 衰减 。 此 外 , 当 4 半 4 时 ,传播 常数 7 为 实数 ， 
波 沿 = 向 无 相位 变化 ,而 幅度 则 按 指数 规律 衰减 ,传输 系统 不 能 传播 能 量 。 这 种 衰减 不 是 由 
于 能 量 损 失 而 引 起 ,而 是 由 于 不 满足 传输 条 件 引 起 , 故 称 为 截止 豪 减 。 截 上 上 衰减 与 由 于 导体 
各 介质 损耗 引起 的 衰减 性 质 不 同 ,这 里 仅 讨 论 由 导体 和 介质 损耗 引起 的 究 减 。 

计算 导 波 衰减 的 一 种 常用 方法 是 根据 损耗 功率 来 计算 。 当 传输 系统 有 损耗 时 , 导 波 的 
振幅 随 = 按 e-“ 的 规律 变化 ,传输 功率 则 按 e-*“ 的 规律 变化 。 设 在 < 一 0 处 的 传输 功率 为 
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Ps, 则 在 xz 处 的 功率 PP 为 
Pe Pie™™ ‘5. 56) 


将 上 式 对 z 求 偏 叶 ,得 


一 一 ZaP 《5. S57} 


因为 传输 功率 沿 = 的 减 小 率 ( 变 化 率 的 负 值 ;等 于 传输 系统 单位 长 度 上 的 损耗 功率 Pi ,所 以 


P =— 人 =2aP (5. 58) 


于 是 ,可 得 
三 
2P 

上 式 表明 , 导 波 的 衰减 常数 可 以 通过 计算 损耗 功率 和 传输 功率 求 得 。 

下 面 分 别 讨论 导体 礁 减 和 介质 衰减 。 

(1 导体 衰减 a. 

假定 介 贰 无 耗 ,此 时 导 波 的 衰减 仅 由 导体 损耗 引起 。 当 导体 有 耗 时 ,电导 率 为 有 限 值 ， 
导体 表面 电场 的 切 向 分 量 不 再 为 零 ,磁场 的 法 向 分 量 也 不 再 为 零 , 此 时 导 波 将 进入 导体 内 
部 。 为 导出 导体 损耗 功率 已 的 计算 公式 , 设 传输 系统 内 壁 表面 上 的 微 元 面积 为 dS = didz， 
di 和 dz 分 别 为 没 传 输 系 统 横 截 面 的 周 界 上 和 沿 = 轴 方 向 的 微 元 长 度 , 则 在 该 微 元 面积 上 损 
耗 功率 为 


恬 


(5. 59) 


dP, = Ds | Hl"did (5. 60) 

于 是 单位 长 度 上 的 损耗 功率 为 
Rs 2 

p, = 下 |H.| di (5. 61) 
式 中 ,| 了 HH. | 为 传输 系统 内 壁 表 面 附近 磁场 切 向 分 量 的 幅 值 ,Rs 是 内 壁 表面 上 的 表面 电阻 ， 
可 表示 为 

Rs 一 /全 一 二 一 (5. 62 ) 

而 为 趋 肤 深度 ，。 


将 式 (5.31) 和 式 (5. 61) 代 大 式 (5. 59) 即 得 导体 衰减 的 表示 式 ，; 


Rs |H. |:di 
t 


QO Np/m C5, 63) 
22| |H. 1:dS 


需要 指出 ,上 式 中 的 五 . 和 互 , 均 为 导体 有 耗 情况 下 传输 系统 中 的 真实 场 。 要 严格 求解 
它们 则 必须 重新 求解 有 耗 边 界 下 的 者 克 斯 书 方程 ,显然 这 样 做 是 十 分 困难 和 麻烦 的 。 困 此， 
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通常 采用 近似 计算 , 即 对 上 传输 系统 的 内 壁 由 良 导体 构成 的 人 情况 而 言 , 用 理想 情况 下 的 导 波 场 
来 代替 其 真实 场 ,这 样 计 算出 的 a. 昌 是 近似 的 ,但 尚 能 满足 实际 应 用 的 精度 要 求 。 

还 应 指出 ,实际 传输 系统 的 衰减 还 与 导 波 进 人 导体 的 表面 光洁 度 有 关 , 当 表 面 不 平 度 超 
过 趋 肤 深 度 时 将 使 表面 电流 流程 增加 ,从 而 使 衰减 比 理论 计算 值 要 高 ， 因 此 ,对 不 同 波 段 的 
传输 系统 通常 要 求 一 定 的 表面 光 消 度 ,以 保证 不 平 度 小 于 趋 肤 深度 。 此 外 ,传输 系统 内 壁 表 
而 氧化 .油污 等 也 会 使 总 减 增 大 。 

《2 介质 车 诚 ma 

假设 导体 是 理想 的 , 导 波 的 训 减 仅 由 传输 系统 中 填充 的 非 理 想 媒 质 的 功率 损耗 引起 。 
由 非 理想 媒质 引起 的 功率 损耗 包括 两 部 分 ;一 部 分 是 由 媒质 的 电导 率 o 关 0 引起 的 ;为 一 部 
分 则 是 由 介质 极 化 阻尼 引起 的 ,表现 为 6 不 再 是 纯 实 数 ,而 是 一 个 复数 , 即 6 = 5 一 jena, 其 
中 8 = 二 ,于 是 ,根据 麦克 斯 韦 方 程 (2. 99b) ,有 


VXH= 和 si 下 十 喇 一 和 (Ce 一; 二 ) 百 
为 此 ,可 定义 另 一 等 效 复 介 电 常数 eu ,使 


(1 ji) el — jtand) (5. 64) 


Ed EI 一 1} CO 二 été 
tw 


式 中 , tan 5 二 (za 十 oss)/oss， 为 介质 的 损耗 角 正 切 。 因 在 微波 波段 wsa 比 s 大 得 多 , 故 
tan3 可 近似 表示 为 


liane 《5. 65) 
Ed 


根据 传播 常数 方程 六 一 六 一 上 二， 有 


也 - 
7=@ 二 TjB— VE —w peat ltand) =jy yuey 1 一 (元 ) ia 《5. 66》 
i 1— Eg 
A 


当 损耗 较 小 , 即 tan 之 1, 且 工 作 频 率 远 高 于 截止 频率 时 ,将 上 式 中 最 后 一 个 因子 用 尹 
级 数 展开 ,并 取 前 两 项 作 近 似 , 则 有 


《5. 67) 


Eh 


Ny 
[2 
广 ” 1 
jw 
最 
es, 总 
| 
ms 
mm 
| | 
es 


将 上 式 的 实 、 虚 部 分 开 即 得 


4 | |] 一 Gm 


8= ovAETA 一 ( 宛 ) (5. 68b) 
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应 指出 , 当 但 质 损 耗 不 大 时 ,也 可 采用 式 (5. 59) 导 出 与 上 式 相同 的 结 采 。 
于 是 ,总 的 衰 碱 常数 a 可 写 为 


=, 二 i C9. 89 
式 中 ,和 ma 分 别 用 式 (5. 63) 和 式 (5. 68) 计 算 。 


5.3 和 手 形 波导 中 的 导 波 


矩形 截面 的 金属 波导 管 ( 简 称 矩 形 波导 ) 
是 最 常用 的 传输 系统 之 一 ,其 波导 内 壁 的 宽 边 errr 
尺寸 为 a, 窜 边 尺寸 为 5, 如 图 5.5 所 示 。 这 种 中 do 明 
波导 管 一 般 用 铜 制 成 ,也 可 用 铝 或 其 他 金属 材 
料 制 作 。 本 节 将 在 5. 1 节 的 基础 上 具体 地 分 * 
析 规 则 矩形 波导 中 的 场 分 布 及 其 传输 特性 。 图 5.5 婚 形 波导 与 直角 学 标 条 


s.3.1 矩形 波导 中 的 模式 及 其 场 分 布 


选取 直角 举 标 系 如 图 5.5 所 示 。 根 据 5,1 节 的 讨论 可 知 , 正 交 柱 坐 标 系 中 纵向 电场 分 
量 和 纵向 磁场 分 量 的 横向 分 布 函 数 应 满足 二 维 标量 交 姆 忽 兹 方程 , 即 


E.CT) | 
H.(1) 


全 | 
| 五. CT) 


式 中 ,ECT) = 下 (rz，3)， HT) 王石-(z，2) 分 别 表 示 维 加 电场 和 纵向 磁场 在 模 截 面 上 
的 二 维 分 布 函数 。 若 波导 无 耗 , 则 如 二 姑 十 ”二 如 一 ,在 直角 坐标 系 下 , 因 


vi | 一 人 0 {5.70) 


f= 
ke 了 
故 式 545.70) 变 为 
2 Et 和 了 和 局 EF.t E 了 , F(tr, 了 
gle 
or {Hlx: y}) oy IH,(zx, y) H. (xr, y) 


显然 ,这 是 两 个 同一 类 型 的 方程 ,可 只 讨论 其 中 一 个 纵向 分 量 的 求解 。 下 面 讨论 E. 的 求解 
步骤 。 
应 用 分 离 变量 法 , 邻 开 (roy) 一 XIzrYfy ,代入 方程 (5,71) ,可 得 


Xr) ,YCy) Ek 
ET) Yty) 


这 个 等 式 左 端的 第 一 项 和 第 二 项 分 别 是 x 和 y 的 消 数 ,而 右 端 的 用 是 一 个 常数 ,因此 若 要 
求 该 式 为 一 全 等 式 , 则 左 端的 第 一 项 和 第 二 项 也 应 分 别 等 于 浊 数 。 设 这 两 个 常数 分 别 为 
一 妨 和 一 仿 ,由 此 可 得 以 下 两 个 常 投 分 方程 ， 
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A 0 (5. 72) 
dz 
名 
a 3 2 RYCy) = 0 (5.73) 


而 如 一 惰 十 如 。 
方程 (5. 72) 和 (5.73) 的 解 分 痹 为 


Xz) = Aretr + Arers” (5.74) 
Yly) 一 Bie™* | Bee C5, 75) 
又 因为 
E,(T, zx) = E.(TYZ(z) ~ E(x, y)7(z) 
以 及 


Zlz) = Cre Ce 
因此 可 得 电场 纵 问 分 量 下 zx) 的 表达 式 为 


FE, (zr, Vs ~) 一 (A Er 十 六 .err ) CB ety 十 B, ey CO 这 十 se) 
(5. 76) 


对 于 磁场 的 纵 癌 分 量 媚 .(z，y，z=)， 可 通过 同样 的 步 邓 得 到 
H.(zx, Vn pe > CA Ee 十 六 ,et ) (Be *yY 十 Ber7 (Oe 这 十 ,ee】 


(5.77) 
式 中 ,A ，Bi， Ci 以 及 外， 此, 等 都 是 待定 常数 ,它们 由 具体 的 边界 条 件 确定 。 下 而 分 蓝 对 
TM 模 和 TE 模 进 行 讨论 。 
1) TM 模 (下 模 ) 


对 TM 模 , 玉 . = 0, EE, 关 0, 此 时 EE, 表达 式 中 的 待定 常数 可 利用 在 波导 管 四 个 内 璧 表 
而 上 为 零 的 进 界 条 件 确定 。 具 体 地 ,其 边界 条 件 为 


E. | ,0s Cy Eames (5.78) 
若 只 考虑 洛 正 = 方向 传播 的 行 波 , 则 缴 问 电场 的 表达 式 应 为 
Elxr;, y, 2) = (Are ts + Aret (Be + Bet ) Ol ee (9, 79) 
将 上 式 代 入 式 (5.78) ,得 
上 =— A:, Bl =— B.; 
. i b = 2 -| {0, B03 
”a n= 1 2 


于 是 
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El(z, y, 2) ——~ 4As B,C sin krsin kyye = Esin Srsin Seye 


式 中 ， FE, = 4A, B,C 局 
将 起 (5. 817 代 人 式 (5， ?9》, 可 得 相应 的 机 向 场 分 量 为 


es = 口上 . 
E, = YE, 一 > 3 (0. pn =)= aE, + aE, 
六 ” Ay 5 
一 六 MT AT 2 | 
一 3 Ela. sn y a, sin Srcos ye 
we 一 Jie AF. daF. 
五 ,一 dX YE, = 全 +)=a,H, 十 &,H， 


HUE nm. Mn nn bt Mn AN | je 
一 EE dr 万 Sin cs 一 和 C08 Tsin 再 je 
t 


式 中 
So 


而 Eo 为 TM 模 的 振幅 钞 数 , 它 与 波导 中 场 的 激励 情况 有 关 ， 


由 式 (5.81} 和 式 {5. 82) 可 见 ,TM 模 的 各 场 分 量 沿 波导 的 轴 疝 呈 行 波状 态 ， 


《5. 81) 


C5, S829) 


‘5. 82b) 


(5. 83) 


在 波导 


模 截 面 的 x，y 方向 上 呈 驻 波 分 布 。 当 mw 和 % 取 不 辣 自然 数 时 ,每 一 对 mx, # 值 妈 对 应 不 
同 的 模式 , 记 为 TM, 模 ( 或 TM% 波 ,或 户 模 )y。 显 然 , 有 无 穷 多 个 TM 模式 。 但 TMo,， 
TM 和 全 Mos 模 式 不 存在 ,这 是 因为 当 台 或 n 以 及 mr 和 nn 同时 为 零 时 ,TM 模 的 全 部 场 分 
量 均等 于 零 。 因 此 ,TM 模 的 最 低 次 模式 是 TMi ,而 其 他 可 能 存在 的 TM 模式 均 为 高 次 
模式 。TM 的 第 一 个 下 标 "m" 表 示 场 量 沿 zx 轴 变 化 的 半 波 数 ;第 二 个 下 标 “n” 则 表示 场 
量 沿 y 轴 变 化 的 半 波 数 。 图 5. 6 中 示 出 符 形 波导 中 TM, 模 和 TMi 模 的 所 磁力 线 分 布 


图 。 有 关 和 矩形 波导 中 传输 模式 的 电磁 力 线 分 布 图 的 作法 ,以 后 再 详细 讨论 。. 
2) TE 模 (H 模 ) 


电力 线 777- 磁力 线 
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对 TE 模 , 里 . 了 关 0, 上 下. 一 0, 车 只 考虑 沿 正 x 方向 传播 的 行 波 , 则 座 向 磁场 分 量 瓦 。 为 
Hlx, ys 2) = (Ase tr + Aretr ) CBs + Bes ) Ose ep (5. 84) 
由 于 五 . 在 波导 的 四 个 内 壁 表 面 上 不 为 零 (二 ,. 为 磁场 切 向 分 量 ) ,因此 无 法 直接 利用 四 个 壁 


面 上 互 - 的 边界 条 和 件 来 确定 式 (5. 84) 中 的 等 定常 数 。 须 根据 式 (5. 32) 导 出 场 的 横向 分 量 ， 
利用 横向 场 分 量 的 边界 条 件 来 确定 待定 常数 。 由 式 (5. 32b) 可 得 


. 可 
HH. 一 一 入 人 人 《一 A re 十 六 ee) (CB; EB yy 十 BB, Et) Cae 和 


H, =—j 人 CAse tr Ae )C— Be yr + Bes ) Ce 作 


将 以 上 两 式 代 入 边界 条 件 ; 日 ;| ;0. ,== 0， 日 ,| ,-o,。 二 0, 可 得 
总 ; 一 AL: B, = B, 


k, = ,= 


nn m= 0, 11 2 (5. 85) 
a | ) 


n= 1, 2 
于 是 , 式 (5. 847 变 为 


H,(x, y, 2) 一 44; BCscos krcos kyye ® =— Hocos x CO8 ee (5. B86) 


式 中 ， Ho 一 4 43 Bat 。 
将 式 人 5.86) 代 人 式 (5. 327 ,可 得 


FF. = a X 了 万， 一 (~ dy a dasE, a,E, 
_ jus Oe nT, | jp 
es Ho a. pos TSn yO Sn Cos 2 |e (5, B72a) 


H. __ jvyH, —— 共 (a, 3H 十 如 = a.H, a,H, 


ey ” dy 
ji mn. mn nT nn PT 
一 3 HH, EE sin cos p> 十 上 &， po Tn syle 应 《5,， 87b) 


从 式 (5,86) 和 式 (5.87) 可 见 ,TE 模 的 各 场 分 量 沿 波导 的 轴 向 了 世 呈 行 波 状态 ,在 波导 横 
截面 的 x, yy 方向 同样 呈 驻 波 分 布 。 将 不 同 的 x, n 和 值 代入 式 (5, 86) 和 和 式 (5. 87) 即 得 到 TE 
模 的 一 组 场 分 量 表达 式 , 即 每 一 对 m,n 值 对 应 着 一 种 模式 , 记 为 TE,, 模 (或 H,, 模 )。 显 
然 ,TE 模 也 有 无 穷 多 个 。 由 于 mr 和 和 n 同时 取 为 零 时 ,TE 模 的 全 部 分 量 都 等 于 零 。 因此， 
TE 下 标 中 的 m 和 + 不 能 同时 为 零 , 但 TE 模 可 以 存在 TE。 和 TEuw 模 。 由 此 可 知 ,TE 模 
中 的 最 的 次 模式 为 TEw (一 般 地 , a > 25)，, 而 其 余 模 式 均 为 高 次 模式 。 此 外 ,m 各 的 意义 
与 TM 模 的 相同 。 图 5.7 中 示 出 欠 形 波导 中 TE, 模 和 TE;, 模 的 电磁 力 线 分 布 图 。 
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Eee 磋 力 线 
图 5.7 TE 杰 和 TEsi 衬 的 电梯 力 线 分 布 图 


$5.3.2 传输 特性 


从 上 面 的 讨论 可 知 ,矩形 波导 中 可 以 传输 TE,。 模 和 TM,。 模 ,这 些 模 式 沿 波导 的 机 截 
面 为 驻 波 分 布 , 沿 轴 向 为 行 波状 态 , 且 一 般 说 来 , 波 指数 mx, zx 不 同 , 就 有 不 同 的 场 分 布 ,从 
而 具有 不 同 的 传输 特性 。 下 面 讨论 它们 的 传输 特性 。 

1) 截止 波长 和 截止 频率 

截止 波长 是 表征 波导 中 传输 模式 特性 的 一 个 重要 的 参量 。 和 矩形 波导 中 TM 和 TE 模 的 
截止 波长 具有 相同 的 形式 , 即 

27 2 


pi = ‘5. 88) 
i 于 
(si + 全 
可 见 , 截 止 波 长 不 仅 与 模式 有 关 , 而 且 与 波导 尺寸 有 关 。 
波导 的 截止 特性 也 可 用 截止 频率 来 描述 ,矩形 波导 的 TM 模 和 TE 模 的 截止 频率 为 
CV 如 加 nl 1 my ny 
a i a C5. 89) 
显然 ,大 不 可 与 波导 的 尺寸 和 模式 有 关 , 而 且 与 波导 中 填充 媒质 的 电 参 数 jx 和 有 关 。 
根据 寻 波 在 波导 中 的 传输 条 件 可 知 , 当 电磁 波 的 波长 或 频率 满足 关系 式 人 < 一 4( 或 
了 > f.) 时 , 导 被 才 可 在 矩形 波导 中 传输 。 因 此 ,一 般 说 来 ,不 同 的 模式 有 不 同 的 传输 条 忻 。 
但 当 m 和 不 为 零 时 , TE, 模 和 TM 模具 有 相同 的 截止 波长 (或 截止 频率 ), 这 种 截止 波 
长 相交 但 模 却 不 同 的 现象 称 为 模式 简 并 现象 ,对 应 的 模式 称 为 简 并 模式 。 在 矩形 波导 中 ，, 因 
为 分 别 与 TEw 和 TEw 模 式 相对 应 的 TM6, 和 TM 模式 不 存在 ,所 以 TE, 和 TE% 模 是 非 简 
并 模式 ,其 余 的 TE, 模 和 TM;, 模 均 存 在 简 并 模式 。 由 于 简 并 模式 具有 相同 的 传播 常数 , 当 
波导 中 出 现 不 均 色 性 或 金属 壁 的 电阻 率 较 大 时 ,相互 立 间 易 发 生 能 量 交 搞 , 从 而 造成 能 量 损耗 
和 相互 干扰 。 因 此 ,一 般 情况 下 上 应 避免 简 并 模式 出 现 ,但 在 个 别 场 合 简 并 模式 也 得 到 利用 ， 
从 式 (5, 838) 可 见 , 当 波导 尺寸 Hy 5 一 定时 , 波 指 数 ms 越 大 ,截止 波长 越 短 ， 当 好 
5 通常 上 衬 29) 时 ,在 什 形 波导 所 能 存在 的 全 部 模式 中 ,TE,, 模 的 截止 波长 最 长 , 称 为 最 低 
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次 模式 (或 主 檬 ) ,其 他 模式 则 称 为 高 次 模式 。 当 把 短 形 波导 作为 传输 系统 时 ,通常 都 采用 主 
模 作 为 工作 模式 , 即 单 模 传 输 ,而 高 次 模式 应 被 抑制 掉 。 

为 了 对 矩形 波导 中 各 模式 的 截止 波长 有 一 个 数量 上 的 概念 ,图 5.8 中 夯 出 了 BJ-32 波 
导 《a X65 一 72.14 X34,04mm’) 中 各 模式 截止 波长 的 分 布 。 图 中 的 阴影 部 分 为 截止 区 ,在 
此 范围 内 语 波导 不 能 传播 任何 模式 的 导 波 , 即 所 有 的 模式 均 处 于 截止 状态 。 根 据 传 输 条 件 
A 之.， 从 图 中 不 难看 出 , 当 工 作 波 长 4 二 10 cm 时 ,这 种 波导 中 只 能 传输 TEo 模 : 当 ， 一 
5 em 时 ,波导 中 可 以 传输 TEis，TE;s，TEo+ ，TE,: 和 TM 王 种 模式 ; 当 工 作 被 长 进一步 减 
小 时 ,波导 中 可 以 传输 更 多 的 模式 。 由 此 可 坟 , 当 波导 的 尺寸 一 定时 ,工作 被 长 越 短 由 波导 
中 可 能 传输 的 模式 就 越 多 。 因 此 ,车 要 实现 TEi, 模 的 单 模 传 输 , 则 必须 选择 合适 的 工作 波 
长 ,这 里 应 取 4 = 10 em。 反之 , 当 工 作 波 长 给 定时 ,要 实现 TE,, 模 的 单 模 传输 , 则 必须 选择 - 
合适 型 号 的 波导 。 如 当 工 作 波 长 为 3 cm 时 ,要 实现 TEw 模 的 单 模 传输 ,应 选取 BJ-100 的 
上 矩形 波导 (a X56= 22.86 X10.16 mmz)。 

TEn 


TE YY 


岗 片 部 璐 区 
NAN 


TM TE 了 


0 i 4 6 7 0 i 3 4 1 tm) 
图 5.8 BJ-32 滤 导 中 才 种 爸 决 杰 式 的 裁 守 波长 前 分布 图 


2) 相 迷 与 群 迷 
根据 式 (5.41) 知 , 相 速 vz 为 
一 一 一 二 二 (5. 90) 
Vi 一 (元 
可 见 , 相 速 与 波导 尺寸 ,模式 及 频率 有 关 。 由 于 在 一 定 尺寸 的 波导 中 传输 某 一 模式 的 导 被 
时 ,其 相 速 与 频率 有 关 , 所 以 矩形 波导 中 传播 的 导 被 是 色散 波 。 根 据 式 (5. 50) 知 , 群 速 vw, 为 


(5.91) 


oy 


3) 波导 波长 
根据 式 (5. 42) 知 ,波导 波长 A， 为 


a 

a 二 (5, 92a) 
AVI 一 人 (元 

当 敌 形 波 导 中 填充 相对 介 电 常数 为 6. 的 无 耗 介 质 时 ,上 式 变 为 


2 
Vs 一 全 ) 


{5, 92b» 
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4) 茂 阻 搞 
由 式 (5. 31} 和 式 (5. 34} 可 得 TM 和 TE 模 的 波 阻抗 分 别 为 


Bm h(i zm 
mm 一 二 二 VsAh = Zr = 《5. 93) 
中 A 
PTE 一 ct = 一 LE E 一 


8 = Te a Li (5. 94) 
be 

式 中 , Zreu 二 7 二 wpn/s 为 TEM 模 的 波 阻 抗 。 

5) 截止 状态 

当 4 汗 入 或 了 过 时 ,矩形 波导 中 的 截止 场 有 下 列 特点 ; (1) 传 播 常数 了》 一 a 二 
VR 一 局 为 正 实数 , 场 沿 xz 按 e“ 作 指数 衰减 , 即 场 沿 xz 呈 交 变 衰减 状态 ;(2) 当 4 一 时， 
Up A00, Ue 玉 0; 当 放 A 时 ,vp， vs 以 及 4s 均 为 纯 虚 数 ,从 而 变 得 无 意义 ; (3) 当 
A 一 A 轩 , Zp 一 00， Zu 一 0 当 2A 守 A 时 ,Zr 及 Zin 都 为 纯 虚 数 ，ZTE 呈 感性 ,Zrm 呈 容 性 。 
电场 与 磁场 的 相位 相差 99"。 和 根据 坡 印 学 矢量 与 场 量 间 的 大 系 可 知 , 流 导 中 党 z 何 没 有 能 量 
传输 ,只 是 场 沿 机 向 呈 驻 波 分 布 , 这 相当 于 在 波导 横向 发 生 谐 振 。 因 此 这 种 状态 也 称 为 波导 
的 模 问 谐振 状态 。 


S, 3 3 矩形 波导 的 主 模 一 一 TITEn 模 {Ho 模 ) 


符 形 波导 通常 工作 在 TE 模 单 模 传输 情况 ,这 是 因为 TE, 模 是 最 低 次 模式 ,易于 实现 
单 模 传 输 。 同 时 , 当 工 作 波 长 一 定时 ,传输 TE 模 的 波导 斥 才 最 小 ;在 波导 斥 才 一 定 , 则 实 
现 单 模 传 输 的 频 种 最 宽 。 下 面 对 TE。 模 作 进 一 步 讨 论 ， 

1) TEi。 模 的 传输 参量 

将 TEi 模 的 截止 波长 XA = 2a 代入 相 移 常数 为 8、 相 速 为  , 群 速 为 vw .波导 波长 为 
以 及 波 阻 抗 为 Zr 的 会 式 中 , 即 可 得 到 TE1, 波 的 传输 参量 如 下 ，; 


8= 下 = 部 1 一 (去) (5. 95) 

5 一 天 (5. 96) 
1 一 ( 药 | 

2 1 一 ( 闪 ) (5.97) 

(5.98) 


{9.99) 
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2) TEio 模 的 场 结构 
将 区 二 1, 7 一 0 及 六 一 26 代 人 式 (5.86) 和 式 (5.87) ,下 得 工 Eo 模 的 各 个 场 分 量 表达 式 为 


.Pa ， TT 
HH 二 pa a .xe i 
Tt 他 


H, = H,cos i (5, 100) 


, tefied 加 
Ee EH sin re 
™ a 


其 瞬时 表达 式 为 


万 . 一 一 Ce xsin(wt — Bz) 

区 a 
五 . = H,ecos zcosCwt — Bz) C5, 101) 
Es -Ho sin xsinCwt — Bz) 


由 TEw 模 的 场 分 量 表达 式 可 知 ,TEis 模 的 电场 只 有 下 , 分 量 ,磁场 只 有 互 - 和 五 : 两 个 分 量 ， 
并 且 电 磁场 沿 y 方 铅 没有 变化 。 电 场 分 量 E, 消 工 方向 呈正 弦 变 化 , 沿 波导 的 宽 边 有 半 个 
波 数 的 分 布 , 即 在 z= 二 0 和 zz 二 a 姓 , 玉 , = 二 0; 在 zx 二 a/2 处 ,E, 出 现 最 大 值 。 此 外 ,E, 沿 
z 向 按 正 弦 分 布 。 为 了 能 够 直观 形象 地 了 解 场 的 分 布 图 像 ( 即 场 结 构 ), 通 常用 电磁 力 线 在 
某 点 的 切线 方 同 表示 场 的 方向 ,用 电磁 力 线 的 疏 密 程度 来 表示 该 点 处 场 的 强 腻 。 图 5.9 示 
出 了 TE,。 模 的 电力 线 的 分 布 图 ，。 


ou 


A 
| 
/ 
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I 


[五 ， 


I 
(ay FS 一 和 人 
Cte) < 


fa) 上 4 铀 剖面 《hb) 疾 下 模 剖 面 《eye 名 剖面 
图 5.9 TEo 模 的 电场 从 布 图 


TEu 模 的 磁 妮 分 量 互 : 沿 波 导 宽 边 呈 正弦 变化 ,也 有 半 疲 数 分 布 , 即 在 x 一 0 和 x 二 a 
处 , 顾 , 一 0, 在 x 二 a/2 处 , 厂 .出现 最 大 值 ; 昌 ; 党 波 导 宽 边 呈 余弦 变化 , 即 在 z+ 二 0 和 x 二 
a 处 ,五 . 出 现 最 大 值 ,在 二 a/2 处 , 日 , 一 0。 腾 ; 沿 z 向 按 正弦 变化 ;而 五 . 则 沿 z 向 按 余 
弦 变 化 。 根 据 五 . 和 互 。 两 个 分 量 的 变化 规律 ,不 难 知道 它们 在 xOy 平面 内 应 形成 近似 椭 
圆 形状 的 财 合 磁力 线 分 布 , 如 图 5. 10 所 示 。 

将 上 面 得 到 的 电场 图 形 和 磁场 图 形 重 玖 在 一 起 ,就 可 得 到 TE;s 模 的 场 结构 的 剖面 图 ， 
由 剂 面 图 不 难 推 出 其 宏 间 立体 图 形 。 图 5. 11 给 出 了 TE 模 在 某 一 瞬间 场 结构 的 透视 图 。 
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(a) DD 和 所 剖 面 (b》EE' 横 剖面 
图 5. 10 了 TEio 模 的 磁场 的 分 布 图 


从 图 中 可 见 , 瑟 , 与 五 ,的 最 天 值 在 同一 截面 上 
出 现 , 根 据 坡 印 亭 矢量 与 声 量 间 的 关系 可 知 , 电 
释 流 沿 波 导 轴 向 {zx 向 ? 按 行 波状 态 变化 ;万 . 与 
FE, 的 最 大 值 相 差 1/4( 两 者 相位 善 为 90 ) ,这 
表明 导 波 的 场 在 波导 横向 呈 驻 波 分 布 。 

应 指 册 ,上面 作 出 的 TE,, 模 的 场 结 构 只 是 
某 餐 间 的 静止 图 像 , 阁 考 虑 其 时 变 规 律 , 则 应 为 
其 电磁 力 线 保 持 形状 和 相对 位 置 不 变 , 整 个 沿 x 
轴 以 和 速 v, 运动 。 图 5.11 TEw 杰 电磁 场 针 构 的 这 视 图 

3) TEwo 模 的 面 流 分 布 

在 微波 频率 上 ,由 于 趋 肤 效 庶 , 可 认为 在 波导 内 璧 上 感应 出 的 高 频 电 流 只 在 其 内 壁 表面 
上 流动 。 面 电流 的 分 布 取 决 于 波导 内 壁 表 面 附近 的 磁场 分 布 , 即 面 电流 密度 J 应 满足 以 下 
关系 : 


全 晒 ， 并 HH. (C69. 102) 


式 中 ,a, 为 流 导 内 壁 表面 法 线 方 向 的 单位 矢量 ,五 . 是 波导 内 壁 表面 处 的 切 向 磁场 分 量 。 这 
碗 明 Js 的 大 小 等 于 时, 的 大 小 , 面 Js 的 方向 与 互 - 互相 生 直 ,内 Js ,a 和 所 .构成 的 右手 螺 
旋 关 系 确 定 。 

在 ?一 0 处 的 波导 宽 壁 的 上 表面 上 , a 一 a,, 有 


ds Iso = a, XH|,, = a,X Cs 人 Hsin Tr +a.H,cos je 
- 过 
， _ 可 
= {aHocos ja 人 EHosin pA (5. 103》 


在 y= 二 上 处 的 波导 宽 辟 的 下 表面 上 , a, = 一 g,， 有 


ds |, = a XH =— ds | ys 《5. 104) 
在 xz = 0 处 的 波导 罕 壁 的 右 家 面 上 , a, 一 a,, 有 
Js 16 = a XH = gHoe 《5. 105) 


在 + 二 a 外 的 波导 窑 壁 的 诺 表面 上 ， Qa 二 一 4:， 有 
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fs | ss = ,Js We C6. 106} 


可 见 , 波 导 上 、 下 宽 壁 内 表面 上 的 面 电 流 由 两 个 
分 量 构成 ,总 的 电流 是 这 两 部 分 电流 的 琶 加 , 面 
上 .下 宽 壁 内 表面 上 的 电流 大 小 相等 ,方向 相反 | 
波导 左右 罕 壁 内 表面 上 的 电流 只 有 y 向 分 量 , 且 
在 两 罕 壁 上 电流 的 大 小 相等 ,方向 相同 。 玫 5. 12 
示 出 了 TE,。 模 的 硬 电 流 分 布 的 立体 图 形 。 

由 TEw 模 的 面 电 流 分 布 可 见 ; 当 矩形 波导 图 5.12 TEio 模 在 经 形 波 导管 内 壁 上 
工作 在 TEi, 模 时 ,波导 宽 边 中 心 开 一 纵向 权 幼 电流 分 布 的 立体 图 
因 不 破坏 电流 分 布 而 对 场 分 布 不 产生 影响 。 微 波 测量 中 使 用 的 矩形 波导 驻 波 测量 线 就 是 沿 
波导 宽 边 中 心 开 一 纵向 罕 角 而 制 成 的 测量 装置 ,用 它 可 以 泪 量 波导 中 场 的 驻 波 分 布 图 形 。 
同样 ,在 矩形 波导 窄 壁 上 沿 y 向 的 窗 色 也 不 会 切断 电流 线 ,次 此 这 样 的 窑 甸 也 不 会 影响 传 
输 模式 的 场 分 布 ,并 且 不 会 造成 辐射 。 相 反 , 当 所 开 的 模 颖 切断 电流 线 时 , 因 其 电流 线 被 切 
断 而 影响 电流 流通 ,从 而 破坏 波导 中 的 场 分 布 , 并 将 引起 波导 中 导 波 的 辐射 和 反射 。 常 用 的 
隙 总 天 线 就 是 在 算 形 波导 宽 边 中 心 的 两 侧 开 一 系列 雏 向 罕 档 或 在 罕 辟 上 开 一 系列 交错 斜 幼 
而 制 成 的 。 


5.3,4 部 分 波 的 概念 


拖 形 波导 中 导 波 的 传输 条 件 和 . > 4( 或 了 > 大》、 相 速 大 于 光速 以 及 波导 波长 大 于 媒质 
中 平面 波 的 波长 等 现象 可 用 部 分 波 的 概念 来 加 以 解释 。 这 里 仍 以 矩形 波导 中 的 TEu 模 为 
例 吉 以 讨论 。 

由 式 55, 100) ,有 


E, 一 一 7 Hosin( Tr )e tr = FE (ei + er )eme 


1l 一 二 1 re 
FEve 二 Ene 请 。 {bh. E07) 


式 中 ,二 4 (n/a) 十 本 有 = dkis k=— orn/a) + apo = dk Rr = kt = (N/a) 十 
和 一 起 ，Ei 二 wya Ho/r。 此 式 表 明 , TEio 模 可 看 作为 波 矢量 和 天 的 两 个 平面 波 的 亚 
加 , 波 矢 量 天 和 的 方向 如 图 5, 13 所 示 。 波 矢量 上, 与 x 轴 的 来 角 为 由 ; 流 矢 量 上 与 + 回 
的 夹 角 为 9,。 
由 图 中 的 几何 关系 可 知 

coO88 一 dq, * Qn 一 a 


2 
5. 108) 


cos ft —— gq," far 一 


因此 ,可 以 把 TEw 模 看 作 是 以 角 入 射 到 波导 上 窜 壁 的 平面 波 与 由 上 罕 壁 反射 且 以 信人 外 
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图 5,13 TEw 模 的 场 袖 为 两 个 平面 波 的 场 的 营 加 


向 下 罕 辟 投射 的 平面 波 倒 加 而 成 , 即 这 样 的 波 在 上 下 窜 获 关连 续 入 英 与 反射 ,构成 导 行 波 治 
波导 传播 。 具 体 地 ,两 个 波 的 xz 向 分 量 的 全 加 等 效 为 履 直 入 射 到 导体 表面 的 平面 波 在 波导 
管内 形成 驻 波 ;两 个 波 的 zx 商 分 量 的 倒 加 形成 沿 波 导管 的 纵向 传输 的 行 波 。 

由 图 5, 13 所 示 , 寿 用 点 线 4B 表示 平面 波 两 个 波峰 间 的 长 尊 ( 即 波长 4》, 则 洛 传 播 方向 
看 ,两 个 波峰 间 的 距离 是 AC, 也 就 是 导 行 波 TE,。 模 的 波导 波长 。 因 此 ,有 


| a 


sin@ vl — cost vl ADa YY 
面相 速 wv 为 


， AT 
v, = Af = J 


ing VITO 
可 见 , 相 速 w 只 表示 沿 = 向 的 两 个 相 邻 等 相位 点 的 距离 与 频率 的 乘积 ,并 不 是 导 波 能 量 的 
传播 速度 。 此 时 , 导 波 的 能 量 在 一 个 周期 内 只 传输 了 图 中 4 的 距离 , 即 4sin &。 因 此 , 沿 x 
向 能 量 的 传播 速度 w 为 
2 一 Asind fF = vsing = vvy1l— CADa) < ov 
并 有 
由 式 (5. 107) 可 见 , 当 -~*0 时 ,一 亡 ' 相 当 于 电磁 波 平行 于 导体 平面 传播 ,vw 一 2; 当 


4 二 2a 时, 引 二 0, 相当 于 电磁 波 牌 直 入 射 到 导体 表面 上 形成 纯 驻 波 ,x 向 没有 能 量 的 传播 ， 
这 就 是 导 波 TE' 模 的 截止 。 


5,3.5 矩形 波导 的 传输 功率 和 衰减 


1》 传 输 蕊 率 
TE, 模 和 了 TM,. 模 传输 功率 可 由 式 !5. 51) 得 到 


有 TE 全 声 | | 五 ， | :dS = Z| | H, |:ds 《5， 109)» 
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式 中 ,对 TE,, 模 ， 二 ZTE $ 4 TM 模 ， < 一 LIM 。 
对 TE 横 ,其 传输 功率 为 
2 


1 fF 2 
Pre, = 2ZTR ， 上 | 五 ， drdy 一 ER 《5. 110) 


式 中 ， Eio 过 nt2arayH,, 是 B, 分 量 在 波导 宽 边 中 心 处 的 振幅 值 ，。 阁 以 波导 的 击 穿 电 场 
EE: 代替 式 (5. 110) 中 的 Bo , 即 得 到 波导 传输 TEw 模 时 的 最 大 传输 功率 (或 称 功率 容量 ) 
Pi 为 


P,. 5.1]1) 


abEb, abEt, 1 (去 ) 
odZre, 480x 2a 


当 矩 形 波导 以 空气 作为 填充 媒质 时 , 因 空 气 的 击 穿 场 强 为 30 kV/cm, 因 此 司 得 


Pp,, = 0. 6 有 1 一 ( 笃 ) MW (5. 112) 


式 中 ,a，5 各 %, 的 单位 均 为 厘米 。 

从 式 55. 111) 可 见 , 对 工 Eu 模 ,波导 截面 
尺寸 愈 大 ,频率 傅 高 , 则 功率 容重 愈 大 ; 当 
A/A. 半 0.9 时 ,功率 容量 将 急 关 下 降 ; 当 
A 二 1 时 ,功率 容量 等 于 零 ; 当 A/A, 二 0.5 
时 , 则 可 能 出 现 高 次 模式 TEm 模 。 如 图 5. 14 
所 示 。 因 此 ,为 保证 单 模 传输 TE;, 模 ,又 要 兼 
顺 到 功率 容量 ,应 取 


0.5 之 交 之 0.9 或 a 之 A 之 1.8a 


(5.113) 

应 指出 ,上 述 的 功率 容量 的 表达 式 是 在 行 

波状 态 下 导出 的 , 当 波 导 终 端 不 匹配 而 使 波导 中 有 反射 波 存 在 时 , 则 功率 容量 应 由 原来 的 
Ps: 变 为 Pi 两 者 间 的 关系 为 


图 5.14 功率 容量 王 . 与 4 的 关系 曲 钱 


Pr Pw 
2 
式 中 ,Pp 为 电场 的 驻 波 系数 。 这 表明 ,负载 不 匹配 时 功率 容量 将 下 降 。 
综 上 所 述 ,要 提高 扎 形 波导 中 导 波 的 功率 容量 ,一 方面 要 尽 可 能 地 实现 负载 与 波导 的 匹 
配 , 这 在 大 功率 传输 时 尤为 重要 , 另 一 方 而 度 设 法 提高 击 穿 场 强 Et,。 为 此 ,可 在 波导 内 充 
气 , 当 其 中 气压 高 到 几 个 大 气压 时 , 击 穿 场 强 将 比 通常 情况 下 的 30 kV/cm 高 出 许 密 倍 , 或 
波导 内 保持 真空 状态 。 反 之 , 若 波 导 内 空气 潮湿 则 会 使 击 穿 场 强 大 为 降低 。 此 外 ,波导 内 疏 
表 曾 有 尘埃 ,毛刺 或 波导 中 出 现任 何不 均匀 性 都 会 降低 功率 容量 。 因 此 ,在 实际 应 用 中 应 有 
一 定 的 安全 系数 ,一 般 传输 功率 不 超过 计算 值 的 1/4 至 1/3， 
2) 损耗 和 衰减 
前 闸 的 讨论 都 假设 波导 壁 是 理想 导体 ,其 电导 率 为 无 穷 大 (中 og 二 02), 但 实际 的 波导 壁 是 
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由 良 导 性 制 成 ,其 电导 率 并 非 无 穷 大 ,高 频 电 流 在 这 种 良 导 体 璧 上流 过 会 产生 切 率 损耗 ( 称 为 
热 损耗 )。 当 波导 中 填充 介质 时 ,还 会 引起 介质 纤 耗 ,但 一 般 情 况 下 ,波导 以 空气 作为 填充 介 
质 , 其 介质 损耗 很 小 ,可 以 忽略 不 计 。 因 此 ,这 里 公 讨 论 波 导 壁 的 有 限 电导 率 所 产生 的 损耗 。 

将 矩形 波导 中 TE,, 模 和 TM,, 模 的 磁场 的 横向 分 呈 雇 及 位 场 在 内 壁 表面 处 的 切 向 分 
呈 代 入 式 {5. 63), 即 得 传输 TE 和 模 和 TM 时 的 导体 衰减 


Bb 9 
Ca) ry, > et (5. 114» 
wi- (Ee) (a) tw 
2 Em’ 十 到 】 ? 2 
| 
由 下 a 
(Cm, 7 EVO) (1) 
《ae J TE ， 一 -一 全 一 一 人 + 人 (六 ) | (5,.116) 
Wa (a) 
特别 地 ,对 TE,, 模 ,有 
26 1% 
rr 
»V1 一 {起 ) 起) 
式 中 ,假设 矩形 波导 中 填充 的 是 空气 。 


出 此 可 见 , 当 算 形 波导 的 材料 (Rs) 一 定 以 及 a 一 定时 ,a 与 和 并 有 关 ,; 当 工作 频率 接 
近 于 截止 频 率 时 , 误 减 急剧 增加 ;TEu 模 的 衰减 最 小 , 且 对 得 一 工作 频率 ,pra 人 鳃 大 ,其 衰减 
傅 小 - 图 5.15 画 出 了 TEw 模 的 衰减 曲线 ;图 5. 16 则 给 出 了 矩形 波导 中 TEio， TEs ,TMI 


模 的 豪 诚 常数 随 频 率 变化 的 曲线 。 
日 300 T™ 中 
丁 200 u 识 星 所 让 e= 2 
马 ~ 电导 率 4.0x107 Sim 
9 A 人 I00 
总 . 季 E 80 
大 4 
0.3 = 
fo 2 
0.2 x 10 
所 80 
0.] ”40 


3.02010040201 002001 0003 
0 天 20 30 40/QGFH,) Ar 

图 5.15 了 TEs 杰 询 认 减 曲线 图 5.16 TE, ， TE ， TMD 模 的 训 减 党 
数 随 频率 变化 的 曲线 
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5.3.6 矩形 波导 的 尺寸 选择 


案 形 波导 尺寸 选择 的 一 般 厌 则 是 ,在 给 定 工作 频带 内 只 传输 主 模 , 有 足够 大 的 功率 容 
量 , 损 耗材 尽 林 能 小 。 
矩形 波导 的 主 模 是 TEo 模 ,为 保证 TEw 模 处 于 传输 状态 ,应 使 
扩 < 《AsJTE ， 一 2 
但 为 了 只 传输 TE, 模 , 则 必须 抑制 TEw 模 和 TEo 模 。 为 此 应 使 


A CA re , 一 如 
A CANTE, = 2 


于 是 ,由 上 述 关 系 得 到 


$F <a<) C5. 118) 


0 之 5 之 全 (5. 119) 


为 了 避免 出 现 高 次 模式 ,获得 较 大 的 功率 容量 ,应 使 4 < 之 4 之 1. 8a。 因 功率 容量 同 b 成 
正比 ,为 了 获得 较 大 的 功率 容量 ,显然 上 应 选 得 大 些 。 但 考虑 抑制 高 次 模式 ,一 般 选 
b= 0. 3a, 

再 考虑 到 损耗 尽 可 能 小 的 要 求 ,由 式 (5.117) 可 知 ; 应 使 


A 


2a a 
综合 土 述 条 件 ,矩形 波导 的 尺寸 应 选 为 

a C= DO, 7A ‘5, 1 20ay) 

b= (0.4 ~ 0.5)a (5. J]20b) 


根据 工作 波长 由 式 (5. 120a 即 可 确定 波导 的 宽 边 尺寸 ,然后 对 极 上 矩形 波导 的 标准 系列 选用 合 
适 的 波导 。 通 常 选择 波导 窄 边 尺 寸 5 大 约 为 宽 边 尺寸 4 的 一 半 , 即 5 一 0. 5a。 这 是 因为 当选 择 
b> 0. 54 时 ,会 使 波导 的 工作 频带 变 罕 。 反 之 ,当选 择 56< 之 0. 5a 时 ,波导 的 工作 频带 并 不 增加 ， 
却 降低 了 功率 容量 。 所 以 ,5 二 0. 5a 是 在 保证 频带 宽度 下 达到 最 大 功率 容量 的 一 种 选择 ,标准 
波导 就 是 根据 这 个 原则 设计 的 。 在 大 功率 情况 下 ,为 提高 功率 容量 ,而 工作 频带 又 要 求 不 太 宽 
的 情况 下 ,有 时 也 选择 已 0.5a 波导 ,这 种 波导 称 为 加 高 波导 ;在 小 功率 情况 下 ,为 碱 小 体积 ， 
减轻 重量 ,或 为 满足 某 种 特殊 要 求 , 有 时 也 选用 5 < 过 0. 5a 的 波导 ,这 称 波 导 称 为 局 波导 。 
附录 D 中 给 出 了 标准 矩形 波导 参数 和 型 号 对 照 表 ,使 用 时 可 根据 要 求 选 用 。 


5.4 同 轴 线 中 的 导 流 


同 轴线 是 一 种 双 导 体 传输 系统 ,由 间 轴 的 两 根 图 柱 导 体 构 成 ,如 图 5. 17 所 示 。 其 中 a 
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表示 内 导体 的 半径 ,5 表 东 外 导体 的 内 半径 。 同 轴线 是 微波 技术 中 最 常用 的 TEM 模 传输 
线 , 分 为 悍 、 软 两 种 结构 型 式 。 硬 同 轴 线 的 内 导体 是 圆柱 形 铜 棱 ( 或 铜 线 ) ,外 导体 是 同心 的 
钢管 ,内 、 外 导体 间 一 般 用 介质 块 支撑 ,这 种 同 轴线 又 称 为 同 轴 波 导 。 软 同 轴线 的 内 导体 一 
般 是 一 股 铜 线 或 多 股 铜 丝 ,外 导体 是 细 铜 丝 编 
织 成 的 图 简 形 网 ,在 外 导体 网 的 外 面 有 一 层 神 
皮 保 护 层 ,以 免 钢 网 损坏 ,这 种 同 轴线 又 称 为 同 
轴 电 缆 。 同 轴线 常用 于 微波 波段 的 低频 端 作为 
传输 线 或 用 来 制作 宽频 带 的 微波 元 器 件 。 

同 轴线 中 的 主 模 是 TEM 模 , 但 当 设 计 不 
当 ( 同 轴线 的 横 截 面 尺寸 与 荆 作 波长 相 比 氢 ) 
时 也 会 产生 TE 模 和 TM 模 。 下 面 分 别 讨论 
同 轴线 的 主 模 .传输 功率 .损耗 及 尺寸 选择 。 


图 5.17 局 机 纪 肥 图 柱 坐 标 针 


5.4.1 同 轴 线 中 的 主 模 一 一 TEM 模 


假设 同 轴线 由 理想 导体 制 成 ,内 .外 导体 间 填 充 无 耗 介质 。 因 同 轴 线 的 结构 具有 轴 对 称 
性 , 故 采 用 圆柱 坐标 系 分 析 较 为 方便 。 如 图 5. 17 所 示 。 

由 于 TEM 和 异 的 场 在 同 轴 线 横 截 面 上 的 分 布 与 二 维 静 态 场 相同 ,因此 只 要 求解 相应 的 
二 维 静 态 场 的 方程 就 可 求 得 其 二 维 分 布 函数 。 痢 设 同 轴线 外 导体 的 电位 为 零 , 内 导体 电位 
为 WV ,导体 间 的 电位 菩 数 为 Vr 8) , 则 Vtr, 加 应 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 


ViV(r, 的 一 昌 5, 121) 


在 圆柱 坐标 系 下 ,上 面 方程 变 为 


对 沿 周 向 均匀 分 布 的 场 ， 二 0, 则 上 式 变 为 

1 df dy 

a 
将 上 式 积 分 两 次 ,可 得 

VW 一 Clnr + Cs 
利用 边界 条 件 ,Y |,_。 = 二 Vo，V |,_s = 0, 可 得 

ee 
V(r, g 二 也 (a) (5. 122) 


于 县 ,根据 式 (3. 197 和 式 (5. 20) ,可 得 同 轴线 中 TEM 模 的 电磁 场 的 表达 式 为 
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Fo_ VVek -ae ew (5. 123) 
Ar 四 
rin( 过 ) | 
他 
A (5. 124) 
ZTEM 


rZTrewln (二 】 


同 轴线 传输 TEM 模 时 的 电磁 场 分 布 如 图 5. 18 所 示 。 由 图 可 见 , 愈 措 近 内 导体 表面 电 
磁场 愈 强 ,这 表明 内 导体 表面 的 电流 密度 比 外 导体 内 表面 的 电流 密度 强 得 多 ,因此 同 轴线 的 
导体 损耗 主要 发 生 在 截面 尺寸 较 小 的 内 导体 表面 上 。 根 据 TEM 模 的 磁场 分 布 , 不 难 判断 
TEM 模 的 壁面 电流 沿 同 轴线 的 轴线 方向 。 工 程 上 利用 TEM 模 壁 商 电 流 的 这 一 特点 ,在 同 
轴线 外 导体 上 开 织 向 槽 甸 来 制作 与 矩形 波导 驻 波 测量 线 相 似 的 同 轴 驻 波 测 量 线 , 用 以 调 量 
同 轴线 中 传输 的 导 波 的 驻 波 系数 。 


WN 


i th 
EE 
NA 


EH 
| 其 
其 ‖ Rt A 
| 和 
WA NS 


图 5.18 同 机 线 中 TEM 模 的 场 分 布 图 
由 式 (5. 123) 知 , 同 轴线 中 的 行 波 电 压 可 表示 为 


U 一 Vie 5.125} 
内 导体 上 的 面 电 流 密 度 为 
ss 二 0XH=a, ee 《5. 126) 
aZremln (7 ) 
总 的 电流 为 
| 并 二 | edy 一 (5. 127) 
aZrauln{ 二 In (2 )Zrem 
于 是 ,内 导体 上 的 行 波 电流 为 
[一 he 一 一 (5. 128) 
Zreulin{ 二 | 


因 根 设 同 轴线 内 ,外 导体 间 填 充 非 磁性 媒质 , 故 由 式 (5. 125} 和 式 (5. 128) 可 得 同 轴 线 的 特性 
阻抗 为 


E 
In(2) in (2 ) 138 (2) (5. 129) 


名 有 列 游 在 开 网 www.freekaoyan.com 


1 62 电磁 场 理 论 与 微波 技术 基础 


常用 向 轴线 的 特性 阻抗 为 50 和 75 QQ。 

同 轴线 的 TM 和 寞 和 TE 模 的 分 析 方 法 同 思 形 金属 波导 情况 相似 , 暂 不 讨论 。 这 里 上 只 提 
殿 同 轴线 中 高 次 模式 的 截止 波长 的 近似 计算 公式 ,以 便 确 定 同 轴线 单机 传输 TEM 模 的 传 
输 条 件 。 

对 于 TM 模 , 有 


(hp— a) 《5. 1]30) 


显然 ,TMo 各 的 截止 波长 近似 为 2(65 一 a)，TMos 模 的 截止 波长 近似 为 (3 一 a),…。 当 
5/a < 3 时 ,上 式 与 精确 值 之 间 的 误差 仅 为 百 分 之 几 , 且 随 着 nn 增 大 ,其 误差 会 更 小 。 此 和 外， 
内 上 式 还 可 看 出 + TM 模 的 A. 值 与 m 泡 关 。 因 此 , 阁 有 TM 和 横 存 在 ,由 可 同时 有 TM ,， 
TM ,… 简 并 模式 存在 , 故 要 保证 同 轴线 中 只 传输 TEM 和 模 应 避免 TM 模 存 在 。 
对 于 TE 模 , 有 
二 TE 模 ) 


Ms 


A 二 《5. 131》 
区 人 (TE,, 模 ) 


由 此 想见 , 同 轴线 中 的 最 供 次 TE 模 为 TEN , 它 也 是 同 轴线 的 最 低 次 高 次 模式 ,其 截止 波 
长 为 

(Are, = ACB + a) (5. 132) 

5. 19 画册 了 同 轴 线 中 TM 模 和 TE 寞 的 截止 波长 分 布 图 。 由 图 可 见 , 要 保证 同 轴线 


只 传输 TEM 模 , 而 将 TM 模 和 和 TE 模 作为 高 次 模式 抑制 掉 , 则 只 需 使 TEi'+ 模 处 于 截止 状态 
即 可 , 即 工作 波长 满足 以 下 关系 ， 


A (Are = rN(P To) 
5, 133a) 


或 选择 同 轴线 的 尺寸 4a, 5, 使 其 满足 


(ae 十 从 之 和 (5.133b) 图 5.19 同 轴线 中 TM 烘 和 TE 横 的 截止 波 其 分 布 图 
上 式 是 选择 同 轴 线 尺 寸 时 必须 考虑 的 一 个 因素 。 
5.4.2 同 轴 线 的 传输 功率 .衰减 和 尺寸 选择 


1) 情 输 功率 
在 行 波状 态 下 , 同 轴线 传输 TEM 模 时 的 传输 功率 下 由 式 55.123) 代 大 式 (5,53)7 得 
到 , 即 


i *y ,dl 3 
P= >Re] (EXH ) = 到 一 .8 dS 
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(5, 134) 


从 式 (5. 123) 可 看 出 , 同 轴线 中 TEM 模 的 最 大 电场 的 值 应 在 内 导体 表面 处 出 现 ,其 值 为 
| 五 上 本 人 ) 
地 上 | 一 


当 最 大 声 强 达到 击 穿 程度 , 即 | 五 | 二 Es 时 ,此 时 的 功率 即 为 同 轴线 的 击 穿 功率 (或 功率 
容量 ) ,于 是 有 


= sa 
旗 


po 一 玫 in( 过 } 一 全 sin( 2 )Et, 


(5, 1351 
2》 于 泸 


当 同 轴线 传输 TEM 模 时 ,由 同 轴线 的 内 、 外 导体 引起 的 导体 衰减 可 用 式 (5.63) 计 
算 , 即 


— | 1 1 
a Rd , (去 十 证 ja 


= 《5. 136) 
22rew| | H. 1?dS 本 


式 中 ,R 为 同 轴线 单位 长 嵌 的 电阻 ,KR 和 表面 电阻 Rs 间 的 关系 为 


R= Rs (zi + 或;) (5, 137) 
一 般 捕 况 下 , 硬 同 轴线 以 空气 为 填充 介质 ,其 介质 损耗 很 小 ,可 不 对 考虑 。 对 于 同 轴 电 
此 , 由 介质 担 耗 引起 的 讲 减 带 数 为 


oj 一 TtanS (5. 138) 
于 是 ,总 的 衰减 常数 为 
在 十 大 
f= 二 Re ) rs (5, 139» 
9 2ntb/a) A " 


3) 尺寸 选择 


选择 同 轴线 尺寸 的 原则 是 ;保证 在 给 定 的 工作 频带 内 只 传输 TEM 模 , 传 输 功 率 尽 可 能 
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大 ,衰减 尽 可 能 小 。 
(1) 为 保证 只 传输 TEM 模 , 最 短 的 工作 波长 与 同 轴 线 的 尺寸 之 间 必 须 涨 足以 下 关系 : 


Anin nha b) 


a 


时 


= 


(a+0) < (5. 140) 


(2) 为 保证 传输 功率 大 ,在 保证 只 传输 TEM 模 的 情 沈 下 ,车 限 定 5 值 , 旭 功 率 容量 最 大 
的 条 件 是 全 一 0, 将 起 (5. 135) 代 人 可 得 


,1.65 C5. 141) 


若 同 轴线 以 空气 作为 填充 介质 , 则 满足 此 尺寸 关系 的 同 轴线 的 特性 阻抗 为 30 9， 
(3) 若 限定 同 轴线 的 5 值 , 则 导体 衰减 最 小 的 条 件 是 Se 一 0. 将 式 (5. 136) 代 人 可 得 


3. 09 (5. 142) 


震 同 轴线 以 空气 作为 填充 介质 , 则 满足 此 尺寸 关系 的 同 轴 线 的 特性 阻抗 为 76.710。 
一 般 地 , 香 要 兼顾 训 减 小 和 功率 容量 大 , 则 选取 


全 a 2. 303 (5. 143) 


此 时 ,对 应 以 空气 作为 填充 介质 的 同 轴线 的 特性 阻抗 为 50 总 。 
同 轴线 已 有 标准 化 尺寸 , 详 见 附录 下。 


习 题 

5-1 试 从 不 同 角 度 说 明 , 在 空心 金 必 波导 管 中 不 能 情 输 TEM 模 。 

5-2 证 明 截 止 波 导 的 波 阻 抗 对 TE 模 哇 感性 ,对 TM 横 呈 客 性 。 

5-3 和 导 行 波 的 相 达 .和 群 速 和 电磁 场 能 量 的 导 播 过度 间 的 关系 是 什么 ? 群 速 存在 的 索 件 是 
件 委 ? 

5-4 证 明 : 在 金属 波导 内 ,对 传输 型 了 ML 。，TE,。 柑 式 ， 其 平均 电场 能 量 密度 等 于 平均 磁场 
能 量 密 度 , 即 (rs 一 (row)w; 对 规 止 型 TE。 模式 ,其 平均 电场 能 量 密度 小 于 平均 磁 
场 能 量 密度 , 即 《wD < (ron) ww; 对 截止 型 TM 模式 ,其 平均 电场 能 量 密 度 大 于 平均 
磁场 能 量 密 度 , 即 Cow), > (aom)ivs 

5-5 证 明 空心 金属 波导 中 EH 一 0 

5-6 采用 多 种 方法 ,推导 填充 有 耗 介 质 ( 电 时 率 为 0) 的 金属 波导 的 介质 衰减 常数 al 的 表 
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设 在 相距 为 的 两 块 无 限 大 金 虹 平 行 板 间 传播 的 电磁 波 的 畴 向 场 分 量 为 


Ex, Ys zz)=0，, Hix Ys <}= Hcos i 


QD 求 其余 各 场 分 量 , 说 明 这 是 什么 传输 模式 ,最低 次 模式 是 什么 ? 
加 导出, ;DY 的 表达 式 ， 
加 画 出 金属 板 上 面 电 流 的 分 布 图 。 

空气 填充 的 矩形 波导 的 尺寸 exp 一 22.86X10.16)mmz， 当 信号 涯 的 波长 分 别 为 
l0cmy gcm 和 3.2ecm 时, 阔 : 哪 些 波 长 的 波 可 以 通过 此 波导 ,波导 内 可 心 办 哪些 模 
式 ? 著 司 号 涯 的 波长 情 如 上 所 述 , 而 波导 的 尺寸 为 了 XpP 一 (72. 14X30.42mm ,此 时 
情况 又 如 何 ? 

矩形 波导 中 填充 6 一 9 的 理想 介质 ,波导 尺寸 aX8 一 (23X10) mm ， 试 求 TEu， 
TE:，TM 和 全 En 模 的 茂 正 波长 大。 若 要 求 只 传输 TEle 模 , 工 作 波 长 ho 的 范围 应 为 
多 少 ? 

一 尺 二 为 aXb mm 填充 室 气 的 和 给 形 波导 忧 输 TElo 挨 , 当 工 作 频 率 万 一 9.375 GHz 
时 ,波导 波长 已 一 4.5cm。 试 求 工作 频率 所 一 9.8 GHz 时 的 波导 波长 。 

矩形 波导 BJ-100 的 尺寸 为 和 X65 一 (22.86Xx10.16)mnm ,和 情 验 频 闪 为 10GHz 的 电磁 
波 。 求 截止 波长 六 .波导 波 其 如. 相 速 和 波 阻 抗 Z。 当 频率 f 稍 上 升 时 ,上 述 各 参量 
如 何 变化 ? 当 宽 边 4 稍 增 大 时 ,上 述 各 参 豆 如何 变化 ? 当 窗 边 右 稍 增 大 时 ,它们 又 走样 
变化 ? 

一 工作 频率 为 10 GHz 的 TE 模 在 由 空气 填充 的 址 形 波 导 内 传输 ,其 纵向 场 分 时 
五 ,一 10-*cosKrzrr3)eostryA3ye 汪 Aj/m, 其 中 起 形 波导 的 尺寸 ay 百 的 单 性 为 cm 人 
来 ii 由 加 写 出 其 他 场 分 量 的 表达 式 。 

一 尺寸 为 4 二 25 一 2.5 em 的 室 气 矩形 波导 传输 调和 制 波 (1 十 mapos wmt)cos wt， 其 中 
fn 二 20 kHz， ff 一 10 GHz。 来 该 波导 长 度 六 使 上 边 频 与 下 边 颖 有 180 的 相位 差 。 


试 证 明 趣 形 波导 中 TM 樟 在 了 二 YW3f. 时 ,其 导体 衣 减 出 现 最 小 值 。 

郑 形 波导 的 尺寸 为 aX6 二 (2.3X1.0) em2z， 波导 管用 铜 【6 一 5.8X10 S/m) 制作 ， 
长 为 100 m, 内 充 空 气 ,一 工作 频率 /一 Y2(f.) rte, 的 电磁 波 以 主 模 在 波导 内 传播 , 试 
求 主 模 通 过 此 波导 管 引 起 的 总 的 表 减 。 

空气 填充 的 BJI-32 波 导 传 输 波 长 为 10cem 的 电磁 波 ，, 求 导 输 TEo 模 的 禄 限 功 阐 Pl。 
若 波 导 长 100 m, 求 导体 囊 减 的 分 贝 数 (波导 材料 为 黄 铀 )。 

一 个 空气 填充 的 撼 形 波导 ,其 尺 二 为 aX5 一 (23X190) mrm2 ， 长 为 0.5my 忧 输 TE 
柳 ,。 车 将 其 终端 短路 , 测 得 第 一 个 电场 的 波 节点 距 终 端 为 20 mm, 现 微 在 距 终 端 
45 mm 锭 的 横 礁 面 内 得 到 幅 值 相等 的 日 , 和 晶 ,。 求 在 直 骨 坐标 系 中 的 工 和 的 值 。 
一 由 室 气 填充 的 矩形 波导 尺寸 为 eX8= 一 (5X2.25) cm 。 

中 若 工 作 频 率 7 一 1 GHz, TNMs 模 可 否 传 播 ? 求 TM 模 的 待 播 常 米 ; 

回 车 了 仍 同 站, 且 已 知 波导 中 zz 二 0 处 TVs 模 的 电场 级 向 分 意 已 的 幅 慎 为 1 kV/m， 
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D2 


试 确 定 使 TM:: 横 的 五. 的 幅 值 衰减 到 x 一 0 处 的 0.5 儿 所 需 的 距离 ; 
曲 落 工 作 频 率 了 一 20 GHz, TM;; 模 可 和 否 侍 播 ? 车 可 特 播 , 求 出 其 相位 常数 和 波导 

波长 。 
已 知 一 由 空气 填充 的 矩形 波导 的 横 蕉 面 尺 寸 为 芭 X56= 一 (23X1I0)mm， 其 中 传输 
TM) 模 的 两 外 磁场 分 量 为 

H, 一 党 Eosin cos 0 
五 ， 二 =Eocos sin 

中 求 TN 各 的 截止 频率 了 ， 
加 当代 号 源 频 率 厂 为 截止 频率 人 的 两 售 时, 求 此 模式 的 情 播 常数 7 了, 波导 波长 

及 波 阻 抗 ZT 
时 设 信号 源 频率 f: 一 f./2，, 再 求 此 模式 的 待 播 常数 了 及 波 阻 抗 Zim; 
(导出 波导 内 壁 上 的 面 电流 密度 的 表达 式 。 
试 写 出 正方 形 金 属 波导 中 的 简 并 模式 。 
证 明 : 姓 形 波导 中 TE 并 的 侍 导 电流 与 位 移 电 流 满足 全 电流 连续 性 方程 。 
异 助 相关 公式 说 明 ,为 什么 驻 波 测量 线 的 纵向 构 色 和 开 在 矩形 波导 的 寅 壁 中 心 ? 
一 盘 波 测量 线 的 矩形 波导 尺寸 为 上 Xp 一 人 (2.54X1.27) cm:， 当 用 此 测量 线 测量 一 信 
号 源 的 频率 时 , 测 得 驻 波 测量 线 中 两 波 节点 闻 的 距离 为 3 cm。 求 所 测 慷 号 源 的 工作 
频率 ， 
一 由 窒 气 填 友 的 矩形 波导 的 尺寸 为 上 Xp 一 (2.0xXxl.0) cm:, 期 举 为 ]0GHz 的 电磁 
波 以 En 模 传 揪 , 已 知 波导 空 璧 上 面 电流 密度 的 福 值 为 0.5AA/m。 
求 :中 波导 中 平 列 功率 密度 的 最 大 值 ; 

回 波导 中 单位 长 度 总 的 平均 电 榜 场 能 量 。 
一 由 空气 填充 的 同 轴线 ,其 内 导体 的 半径 4a = 二 5mm，, 外 导体 的 内 半径 户 一 5.6a。 求 
只 传输 TEM 模 时 ;最短 的 工作 波长 为 
多 少 ? 
有 一 空气 同 轴 线 需 装 入 介质 支撑 薄片 , 介 
硕 薄 乒 的 相对 介 电 常数 为 2.55,， 如 图 5.20 
所 示 ， 为 使 介 项 薄 片 的 装 A 不 | 起 成 射 ， Err 


介质 中 心 直 径 d 应 为 多 少 ? En 
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在 前 面 有 关 章 节 中 ,我 们 讨论 了 电磁 波 在 自由 空间 中 的 传播 ,在 不 同 媒质 分 界面 上 的 反 
射 、 透 射 以 及 导 行 电磁 波 在 各 种 传输 线 或 传输 系统 中 的 传播 等 问题 ,但 并 未 涉及 空间 中 传播 的 
电磁 波 是 如 何 产 生 的 。 电 磁 波 能 够 脱 高 场 源 以 电磁 波 的 形式 在 空间 中 传播 的 现象 , 称 为 电磁 
波 的 辐射 。 无线电 设备 中 用 来 辐射 和 接收 电磁 波 的 装置 称 为 天 线 。 天 线 是 无 线 电 通信 .雷达 、 
导航 , 肌 感 , 晃 测 ,射电 天 文 以 及 电子 对 抗 等 各 种 民用 和 国防 系统 中 必 不 可 少 的 组 成 部 分 之 一 。 

本 章 在 引 人 有 关 辐 射 和 谐 后 位 概念 的 基础 上 ,首先 介绍 基本 电 、 磁 振子 的 辐射 原理 以 及 
天 线 的 基本 参数 ;然后 讨论 对 称 振子 、 天 线 阵 的 远 区 辐射 特性 ;最 后 介绍 与 接收 天 线 有 关 的 
基本 理论 。 


6.1 辐射 的 基本 概念 和 滞后 位 


6.1.1 辐射 的 基本 概念 


根据 才 克 斯 韦 的 两 个 旋 谨 方程 可 知 , 磁 场 不 仅 能 由 传导 电流 产生 ,而 且 能 由 随时 间 变 化 
的 电场 产生 ;电场 不 仅 能 由 电荷 产生 , 面 且 能 由 随时 间 变 化 的 磁场 产生 。 由 于 一 般 情况 下 电 
场 随时 间 的 变化 率 是 可 变 的 ,因此 由 电场 产生 的 磁场 也 是 随时 间 变 化 的 ,这 个 变化 的 磁场 又 
将 激发 出 新 的 变化 电场 。 由 此 可 见 , 随 着 时 疗 变 化 的 电磁 场 ,其 电场 种 磁 场 永 远 是 相互 联系 
而 不 能 分 隔 的 ,形成 统一 的 电磁 场 。 所 以 ,假设 自由 空间 中 某 一 给 定 区 域 中 的 电场 有 变化 ， 
变化 的 电场 在 邻近 区 域 激 起 变化 的 磁场 ,这 个 变化 的 磁场 又 在 较 远 处 的 区 域 激 起 新 的 变化 
的 电场 , 面 后 义 在 更 远 的 区 域 激 发 出 变化 的 磁场 …… 依 此 类 推 ,这 种 由 近 及 远 ,交替 激 起 电 
场 和 磁场 的 过 程 ,就 是 电磁 流产 生 的 过 程 , 即 电磁 波 的 辐射 过 程 。 

怎样 才能 使 一 种 装置 (或 电路 ) 用 必 有 效 辐射 电磁 波 的 天 线 呢 ? 一 方面 , 荣 装 置 的 工 
必 类 率 要 尽 可 能 高 ,这 是 因为 电磁 波 的 辐射 依赖 于 变化 的 电场 (即位 移 电 流 } 和 变化 的 磁 
场 ,因此 电磁 场 变 化 的 快慢 决定 着 所 激发 场 的 强 弱 ,也 就 决定 着 辐射 能 量 的 多 少 。 换 言 
之 ,在 一 定 场 强 下 ,频率 越 高 ,位移 电 流 越 强 ,从 而 轮 射 的 能 量 也 越 多 。 所 以 , 某 装 置 的 波 
源 频 率 是 直接 影响 其 辐射 的 一 个 因素 。 另 一 方面 ,装置 的 场 源 结构 必须 是 开放 系统 ,从 
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而 使 波源 激发 出 的 电场 和 硫 场 分 布 在 同一 空间 。 便 如 ,施加 在 两 块 平行 导体 板 启 的 波源 
激发 的 电磁 场 主要 束缚 在 两 极 板 之 间 , 太 部 分 电磁 场 能 量 在 场 与 源 之 间 来 加 转换, 其 辐 
射 能 力 很 弱 , 但 各 将 两 块 导体 板 拉 开 旦 开放 结构 ,由 将 形成 与 空间 耦合 很 强 的 系统 ,就 可 
获得 很 强 的 辐射 。 

综 上 所 述 , 一 种 装置 可 用 作为 天 线 必须 具备 两 个 条 件 ; 中 波源 的 频率 要 高 ,频率 越 高 , 辐 
射 的 潜在 能 起 大 ; 忆 缚 枸 应 呈 开 放 型 式 ， 


6,1.2 时 谐 场 的 灌 后 位 


由 于 空间 电磁 波 的 场 源 是 天 线 上 的 时 变 电 流 和 电荷 ;因此 辐射 问题 就 是 求解 天 线 上 的 
场 源 在 其 周围 空间 所 产生 的 电磁 场 分 布 。 产 格 地 说 ,空间 电磁 场 的 求解 就 是 在 天 线 几 何 形 
状 确定 的 边界 条 件 下 解 麦克 斯 韦 方程 组 。 这 在 绝 大 多 数 情况 下 显然 是 十 分 困难 莽 至 是 不 可 
能 的 。 因 此 ,辐射 问题 的 求解 往往 采用 近似 解法 , 即 先 近似 选取 天 线 上 的 场 源 分 布 ,再 根据 
场 源 分 布 求 天 线 辐射 场 。 根 据 天 线 的 场 源 分 布 求 其 辐射 空间 的 电磁 场 ,可 采用 直接 解法 和 
间接 解法 。 直 接 解 法 就 是 根据 电磁 场 的 复 和 拓 量 E 和 HH 满足 的 非 齐 次 矢量 亦 姆 置 兹 方程 ,由 
天 线 的 电流 分 布 直接 求解 睫 和 下, 这 种 解法 的 积分 运算 十 分 复杂 ; 河 接 解法 就 是 先 由 天 钱 
上 的 电流 分 布 求 解 矢 量 硫 位 六, 再 由 EE 和 HH 与 & 同 的 微分 关系 求 得 EE 和 H。 这 种 解法 的 积 
分 运算 通常 比 直 接 解法 要 简单 得 多 ,因此 多 采用 间接 解法 求解 天 线 的 辐射 问题 。 下 面 先 导 
出 位 函数 的 积分 表达 式 , 并 由 此 引出 滞后 位 的 概念 ,后 面 各 节 再 讨论 采用 间接 解法 求解 具体 
天 线 辐射 场 的 问题 。 

由 式 (2.102) 可 知 ,车 自由 空间 中 有 限 区 域内 有 了 时 谐 的 体 电流 和 体 电 荷 分 布 , 则 矢量 磁 
位 4 和 和 标 节 电位 VY 分别 满 足以 下 方程 ， 


VA 二 + =— od (6.1) 


VV RV = 一 二 (6. 2) 


和 


式 中 ,Ek? 二 wp。 


方程 (6.2) 在 自由 空间 中 任 一 态 p(7) 处 的 解 可 写成 以 下 形式 ， 


i 
rn = 二 | ec) 季 dy (6. 3) 


此 式 表示 体积 Y 内 的 体 电荷 在 点 户 (r) 处 产生 的 电位 , 尺 是 电荷 元 pr dy 至 点 请 (r) 处 的 
距离 , 即 民 一 | + 一 r |。 不 失 一 般 性 ,下 面 在 直角 坐标 系 下 证 明 式 (6.3) 满 足 方程 (6. 2) 。 
将 直角 坐标 紊 下 的 式 (6. 3) 代 入 方程 <6, 2) 的 左 端 ,并 注意 到 Y 是 对 场 点 坐标 (Xx,，y，, zz) 
作用 ,而 体积 分 是 对 源 点 坐标 (x ，y ，z ) 进 行 的 ,因此 
VViiRV= (二 | 到 : 2 2 )e dy + Ak | 2 2 Je dV’) 


TEn 


- 直 民 
l | Be <) | V(s )+E -|v C6. 4) 
1 R 


47nen 
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由 于 
(5 营 )-- 中 se 人 C6. 5) 
将 上 式 代入 式 (6. 4) ,并 利用 第 1 章 中 习题 1 - 18 的 结果 ,得 
A 


I 1 8 上 7 RR 0 ’ 
一 dnes | 六 《 工 9 je [ 4700r Fr ) jd 


E PLT, 了 | 之 (6.6) 
En 
从 而 得 证 。 
由 于 矢量 磁 位 方程 (6. 1) 可 分 解 为 三 个 标量 方程 ,而 每 个 标量 方程 都 同方 程 (6. 2? 类 似 ， 
其 解 的 形式 也 类 似 。 因 此 ,车 时 谐 电 访 以 体 密度 J 分 布 在 有 限 体 积 六 中, 则 此 体 电流 在 场 
点 户 (r) 处 产生 的 矢量 磁 位 为 
_ mf Tr ett rr 
A 一 但 | 于 一 dV (6.7) 
这 就 是 矢量 磁 位 方程 (6. 1) 在 自由 空间 中 场 点 Pr) 处 的 解 。 
由 式 46.7)7 和 式 (6.3) 容 易 得 到 4 称 立 的 瞬时 表达 式 为 


人 [oe— 由 


_ 多 ， 
Alr, 日 一 | V C6, 8) 
] plr' )cos [ef 一 全 
Vir, tt) 二 | ES 6, 9» 
deg jv R 


式 中 ,相位 因子 cos [w(1 一 R/v) ] 表 明 , 自 由 空间 中 高 开源 点 为 R 的 观察 点 在 某 一 时 刻 t 的 
位 场 志 和 VV 是 由 时 谐 电 流 和 电荷 激发 的 ,但 它 并 不 取决 于 同一 时 刻 1 的 电流 源 和 和 电荷 源 ， 
而 是 取决 于 (一 RR/vw) 时 刻 的 源 。 换 言 之 ,观察 点 的 位 场 变化 灌 后 于 波源 的 变化 , 灌 后 时 间 
为 RR/v, 这 个 时 间 即 是 电磁 波 在 自由 空间 中 传播 距离 x 所 需 的 时 间 。 因 此 ,通常 称 4 为 襟 后 
矢量 磁 位 ,Y 为 滞后 标量 电位 。 

这 样 ,根据 时 谐 电 流 源 解 得 复 矢 量 A 后 , 即 可 按 以 下 两 式 确定 复 和 撩 量 玉 种 晴 : 


| oy I A A C6. 10) 
0 Eo 


H=L(vxA) 《6. 11) 
Hn 


这 正 是 式 (2.78) 和 式 (2.76b) 的 复数 表达 形式 。 
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6.2 电流 元 和 磁 流 元 的 辐射 


6.2.1 电流 元 


1) 电流 元 的 电磁 场 

电流 元 又 称 为 基本 电 振子 或 电 侦 极 子 , 指 的 是 无 限 小 的 线性 电流 单元 , 即 其 长 度 远 小 于 
工作 波长 4, 线 上 的 电流 振幅 和 相位 处 处 相同 (均匀 分 布 )。 任 何 实际 天 线 寺 的 电流 不 可 能 
均匀 分 布 , 但 电 偶 极 子 是 具有 同 电 流 元 相似 结构 和 特点 的 实际 振子 ,而 且 任 和合 实 际 的 线 天 线 
都 可 以 分 解 为 许 许多 多 个 电流 元 ,所 以 分 析 和 和 推导 电流 元 的 辐射 场 具 有 实际 意义 。 根 据 前 
一 节 介绍 的 辐射 场 的 间接 解法 ,容易 导出 电流 
元 在 自由 空间 中 产生 的 电磁 场 

将 电流 元 说 圆 球 坐 标 系 的 < 轴 放 置 , 使 它 
的 中 心 与 党 标 原 扣 重 合 , 电 流 沿 正 z 轴 方 问 ， 
如 图 6. 1 所 示 。 在 式 (6.7) 中 , 因 J dV = 
Jdsdse 一 和 TITdz， 破 


了 四 
mle™) eol ir 
和 | R UR 0 


(6.12) 
此 式 对 点 电流 元 是 精确 的 ,对 7 <& 4 的 电流 元 图 6.] 昌 流 元 的 电磁 声 


则 是 近似 精确 的 。 
将 式 (6. 12) 代 人 式 (6. ]1), 可 得 


再 一 工 YX(eaA) = LVA) Xa iAYVXa) = (VA) xa. (06.13) 
ju Ho jt jh 


武 中 利用 了 场 论 必 等 式 , 并 注意 到 (Xea.) 一 0。 将 式 (6. 12) 代 人 式 (6. 13) ,并 将 其 在 圆 球 坐 
标 系 于 展开 ,得 


Se _ 9 /ew NH /jie es 
HV KR (RR 全 天 


因 qk Xa 二 dx XX (ggcos0— desin 由 一 一 gosin8, 故 上 式 变 为 


H=—a, 1 sin 儿 [全 忘 ) (6. 14) 


) ma XQ.) = ) Cun X @.) 


由 于 
自由 空间 中 的 场 点 无 源 ( J 了 = 0), 因 此 玉 可 不 用 式 (6.10) 求 解 ,而 是 直接 利用 麦克 斯 韦 
方程 (2. 99b) 求 出 , 即 


El vx [ogi 
JE 了 


站 
wen | "Rsin 838 


CH,sini 内 一 24 瑟 


未 (RH,) | ee 


(6, 15) 
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式 中 
0 TT 
Er = 好 和 cosb(1 十 元 (6. 16) 


E, = ji sing (1 RR BR)e* (6.17) 
可 见 , 电 流 元 的 磁场 只 有 沿 9 向 的 分 晤 映 ,; 电 场 只 有 沿 民 向 和 8 向 的 分 量 上 4 和 Eo; 电场 EE 
和 磁场 里 霹 相 付 直 。 车 用 电力 强 玉 和 磁力 线 互 描述 电流 元 产生 的 电场 和 磁场 , 则 其 电力 
线 处 于 圆 球 的 子午 面 ( 包 括 电 流 元 轴线 的 平面 ) 内 ,而 其 磁力 线 到 与 加 球 的 赤道 面 (0 二 390 
的 平面 ?平行 。 

由 式 (6. 14) 和 式 {6, 15) 可 知 , 所 流 元 的 三 个 场 分 量 都 随 距 离 R 的 增加 而 减少 ,通常 按 
距离 及 的 大 小 将 电流 元 的 电磁 场 分 成 三 个 区 域 : 近 区 . 远 区 和 中 间 区 。 近 区 和 远 区 的 分 界 
点 : 按 式 (6. 14) 中 括 导 内 的 两 项 大 小 相等 得 到 ,由 kKR 一 1， 

《1) 近 区 场 

近 区 指 的 是 下 过 1, 即 有 民 妇 M2x (但 民 污 站 的 区 域 ,在 此 区 域 中 , 1 匀 17/ 起 过 1 居民， 
emiR a1。 于是, 式 (6.14) 和 式 (6,15) 可 近似 为 


li ， 
H, 一 RE ind | {6, 18) 


0 2 yg {6,19» 


Er = /orp 2 有 3 cuen 


人 1 -sin8 (6. 20) 


在 此 区 域 中 由 于 场 的 滞后 效应 不 明显 , 故 其 电场 的 表达 式 与 静电 场 中 电 侦 极 子 的 电场 表达 
式 相 同 , 而 磁场 的 表达 式 与 恒定 电流 元 的 磁场 的 表达 式 相同 ,所 以 此 区 域 中 的 场 称 为 似 稳 场 
或 感应 场 。 从 电流 元 的 三 个 场 分 量 的 表达 式 还 可 看 出 ,电场 和 磁场 之 间 存 在 90 的 相位 差 ， 
根据 坡 印 亭 矢 量 与 场 量 间 的 关系 可 知 , 此 时 平均 功率 流 密度 近似 等 于 零 (9 ~ 0), 即 电 磁 
场 能 量 被 束缚 在 电流 源 附 近 , 电 场 能 量 和 磅 场 能 量 相互 转换 ,不 存在 能 量 传输 。 当 然 , 这 只 
是 一 种 近似 ,不 能 简单 地 得 出 近 区 场 不 存在 能 量 辐射 的 结论 。 事 实 上 ,上 述 公式 中 被 略 去 的 
较 小 项 在 近 区 仍然 存在 ,这些 项 正 是 代表 了 向 外 传输 的 实 功率 对 应 的 场 量 。 

(2) 远 区 场 

远 区 指 的 是 开 兴 1, 即 R 污 A2r 的 区 域 。 在 此 区 堪 中 ;1 窟 1/ 如 法 1/ ,此 时 电 
流 元 的 电磁 场 主要 由 具有 1/R 的 项 决定 ,面具 有 1/R* 及 1/R? 的 项 可 以 忽略 不 计 。 一 般 的 
实用 天 线 都 工作 于 远 区 。 这 样 ,在 式 (6. 14) 及 式 (6. 15) 中 仅 保 留 合 有 1/R 的 项 ,有 

六 一 sin de 

(6. 21) 


Ho 一 上 # 2 sin Oe i 


由 此 可 知 此 区 域 中 的 场 具 有 以 下 主要 特点 ;中 电场 只 有 一 个 分 量 Eo ,磁场 也 只 有 一 个 分 量 
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及 , ,它们 相互 全 直 , 且 和 垂直 于 径 向 (ag); 故 其 复 坡 印 享 矢量 S$ 一 EX H’* /2 二 ar | Es | /2%。 
可 见 人 == 5,,， 且 指向 gar。 这 说 明 电 流 元 的 远 区 辐射 场 是 一 个 沿 笃 癌 传 播 的 TEM 波 , 即 电 
磁场 能 量 沿 径 向 辐射 ,所 以 远 区 场 义 称 为 辐射 场 ;名 无论 是 Es 还 是 互 ,, 其 空间 相位 因子 均 
为 e 屁 , 即 远 区 辐射 场 的 等 相位 面 是 球面 ,其 对 应 的 TEM 波 是 球面 波 。 显 然 , 当 RR 很 大 
时 ,球面 上 某 一 很 小区 域 上 的 波 可 视 为 平面 波 。 因 Es/ Hs 二 加， 故 Es 和 和 互 ; 同 相 ;加 Es 及 
万 , 均 与 旺 离 民 成 反 比 ,与 电流 及 电流 元 的 电 长 度 (/ 和 成 正比 ,这 是 因为 辐射 场 来 源 于 小 
源 之 故 ; 志 场 的 振幅 与 极 角 8 有 关 , 即 正比 于 sin2, 但 与 方位 前 无 关 。 这 表明 电流 元 的 远 
区 辐射 场 具有 方向 性 ,在 相同 距离 RR 的 情况 下 不 同方 向 必 变化 ) 上 的 各 点 场 强 不 同 。 辑 射 
场 的 方 品 性 是 天 线 的 一 个 主 概 的 特征 ， 

‘3) 中 间 区 场 

中 疗 区 是 介 于 近 区 和 远 区 之 间 的 区 域 ,在 此 区 域内 ,电流 元 的 电磁 场 与 1/R, 1/R*, 1/ 
R* 的 项 成 正比 ,各 项 的 大 小 相差 不 多 , 故 不 可 忽略 任何 一 项 ,此 区 域 中 的 场 是 感应 场 和 辐射 
场 的 组 台 , 因 此 元 需 专门 讨论 。 事 实 上 ,对 实际 应 用 的 天 线 , 一 般 工作 于 远 区 .。 

2) 电流 元 的 辐射 方向 图 

任何 实用 天 线 的 辐射 都 具有 方向 性 ,通常 将 天 线 远 区 辐射 场 的 振幅 与 方向 间 的 关系 
用 曲线 表示 出 来 ,这 种 曲线 图 被 称 为 天 线 的 辐射 方向 图 ,而 将 离开 天 线 一 定 谍 离 R 外 的 
天 线 远 区 的 辑 射 场 量 与 前 度 坐 标 则 的 关系 式 ( 的 绝对 值 ) 称 为 天 线 的 方 应 图 函数 , 记 为 
| FIC8， 队 | 。 

从 前 面 讨论 可 知 ,电流 元 的 远 区 辐射 场 量 在 相同 暴 离 RR 的 球面 上 不 同方 向 的 各 点 , 场 
强 是 不 同 的 , 它 与 sin8 成 正比 ,因此 电流 元 的 方向 图 耻 数 为 


| FC, ¢) | 一 | FO |= sing 
为 了 作出 电流 元 的 辐射 方向 图 ,将 电流 元 中 心 置 于 华 标 原点 ,向 各 个 方向 作 射 线 , 并 取 其 长 


度 与 场 强 的 大 小 成 正比 , 即 得 到 一 个 立体 图 形 , 也 就 是 电流 元 的 立体 方向 图 , 它 的 形状 像 汽 
车 轮胎 。 如 图 6. 2(a) 所 示 。 


ta) 立体 方向 图 tb} 巨 面 方 向 疼 《cy 了 面 方向 图 
围 62 电流 元 前方 向 图 
天 线 的 立体 方向 图 一 般 较 难 画 出 ,通常 只 作出 相互 钼 直 的 两 个 平面 内 的 方向 图 , 即 
面 和 和 下面 方 洛 图 。 电 流 元 的 正面 方向 图 处 于 子午 面 , 即 电场 分 量 Eo 所 处 的 平面 内 的 方 同 
图 , 故 称 为 正面 方向 图 ;H 面 方 订 图 处 于 赤道 面 内 , 即 与 磁场 分 量 厅 ; 平行 的 平面 内 的 方向 
图 , 故 称 为 有 面 方向 图 。 二 锥 平面 方向 图 可 以 在 极 坐 标 系 中 绘制 ,也 可 以 在 直角 坐标 系 中 
绘制 ,但 在 极 华 标 系 中 绘制 的 方向 图 较为 直观 ,因此 较为 常用。 在 极 坐 标 系 中 绘制 的 电流 元 
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的 正面 和 H 面 方向 图 如 图 6.2(b) 和 6.2(c) 所 示 。 显 然 ,E 面 方向 图 关于 电流 元 的 轴线 星 
轴 对 称 分 布 ,在 上 一 90 方向 出 现 最 大 值 “<1”, 其 他 方向 上 的 矢 径 接 sin 8 作出 ,而 在 轴线 
(0 二 0” 和 9 一 180") 上 值 为 零 . 在 H 面 (8 一 390?) 上 ,各 方 记 上 场 强 均 相 同 , 故 其 方向 图 是 
一 个 单位 圆 。 这 样 , 将 五 面 方向 图 绕 电 流 元 的 轴线 旋转 一 周 即 可 得 到 电流 元 的 立体 方向 图 。 
3) 电流 元 的 辐射 功率 和 辐射 电阻 
天 线 辐射 的 平均 功率 可 以 由 平均 功率 密度 5, 在 包 图 天 线 的 球面 上 的 而 积分 得 到 , 即 


P, = 5s. + dS (6. 22) 
对 电流 元 ,其 平均 功率 密度 为 
ee Re| #EXH' |=a | 5 = an 多 ( 坊 s) 
故 辐射 功率 为 
P， -| dg| 2 如 人 Ra sin gdb 一 40 了 (XY) (6. 23) 


按照 电路 理论 ,可 以 假设 天 线 辐射 的 总 功率 被 一 个 等 效 电 有 阻 R, 吸收 , 即 当 等 效 电 限 R， 
上 的 电流 等 于 天 线 上 的 最 大 电流 时 ,其 损耗 功率 就 等 于 天 线 的 辐射 功率 ,这 个 等 效 电阻 就 称 
为 贺 射 电阻 。 于 是 ,有 


成 三 FR. (6. 24) 


式 中 ,无 为 天 线 激 励 电 流 的 最 大 值 , 对 电流 元 ,将 式 (6.23? 代 人 ,并 令 工 = 工 郑 得 
R, = om (二) 《6. 25) 


天 线 辐射 电阻 的 大 小 反映 了 其 辐射 能 力 ,一 般 总 希望 天 线 的 辐射 电阻 越 天 越 好 。 但 对 电流 
元 ; 因 /< 之, 如 取 := 4/100, 可 算得 民 , 有 0.079 员 n, 故 其 辆 射 能 力 很 差 。 


6.2.2 磁 流 元 


磁 流 元 又 称 为 基本 磁 振 子 或 磁 偶 极 子 , 它 是 指 一 个 长 度 远 小 于 波长 以 < 巡 1) ,其 上 有 均 
匀 磁 流 Iw 分 布 的 线性 振子 。 我 们 知道 自然 界 中 不 存在 磁 荷 ,当然 也 不 存在 磁 流 ,这 些 都 为 
实验 所 证 实 。 但 利用 虚拟 的 故 荷 和 磁 流 来 分 析 一 些 电 磁场 问题 特别 是 某 些 天 线 的 辐射 问题 
会 使 计算 大 为 简化 。 实 际 上 ,对 于 周 长 远 小 于 波长 的 小 电流 环 和 一 个 无 限 大 又 无 限 薄 的 理 
想 导 体 板 上 开 一 长 度 远 小 于 波长 的 罕 甸 都 近似 具有 了 磁 流 光 的 特 上 性 ,所 以 分 析 磁 流 元 也 具有 
实际 意义 。 

1) 磁 流 元 的 辐射 场 

根据 电磁 对 偶 性 原理 ,由 电流 元 远 区 辐射 场 的 表达 式 可 直接 写 出 磁 流 元 远 区 场 辐射 场 
的 表达 式 
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Ho = jk sin de 


7 1 (0. 26) 
E, = jm inde —— mH 


可 见 ; 磁 流 元 也 加 射 球面 波 , 且 基本 特性 与 电流 元 相间 ,只 是 辐射 场 的 分 量 是 EE, 和 HH，， 
而 不 是 Ex 和 于,, 因 此 最 大 辐射 方向 上 电场 的 极 化 方向 与 电流 元 的 正好 灸 并 90”。 

2) 小 电流 环 的 辐射 

对 如 图 86.3 (a) 所 示 的 半径 和 周 长 远 小 于 波长 的 小 电流 圆 环 ( 也 可 以 是 方 环 ) ,可 等 效 为 
如 图 6.3tb) 所 示 的 磁 流 元 。 为 导出 小 电流 贺 环 的 远 区 辐射 场 , 设 小 圆 环 姓 于 zxOy 平面 内 ， 
环 的 中 心 与 坐标 原点 重合 ,并 设 小 环 的 面积 为 S, 则 小 环 的 发 偶 极 矩 pw 与 电流 工 间 的 关系 
为 pm 二 jwn 芒 。 男 外 , 同 申 流 元 的 情 帝 相 比 较 , 小 电流 图 环 可 视 为 等 值 异 号 的 磁 和 荷 十 gw 和 
一 gu 构成 的 磁 偶 极 子 ,其 磁 偶 极 失 的 大 小 为 pw 一 gunt。 令 小 电流 圆 环 的 磁 盾 等 于 磁 流 元 的 
磁 侦 极 矩 , 则 有 

gl = (6. 27) 


tay 小 电 访 立 环 《by 矢 训 的 研 流 元 
图 6,3 小 电流 图 环 及 其 等 北 的 磁 流 元 
因为 磁 流 元 的 磁 流 Iw 与 磁 荷 gx 间 的 关系 为 册 一 em, 面 复 数 形式 为 J = jwqu， 故 式 


(6. 27) 变 为 
了 一 Je lS 《6. 28) 


这 就 是 磁 流 元 的 [wl 和 小 电流 环 的 IS 间 的 关系 。 这 样 ,将 上 式 代 人 趟 (6. 26), 即 得 到 小 电 
流 环 在 远 区 的 辐射 场 表达 式 


sin Oe AR 


ee wo SI 
2maAR 
《6. 29) 

S 

E。 ~ -2 


sin fe AR 


式 中 ,2xS/A} 相 当 于 电流 元 的 长 度 i, 故 称 它 为 小 电流 环 的 有 效 长 度 , 记 为 1.。 

小 电流 环 的 辐射 方向 图 与 电流 元 的 辐射 方向 图 形式 完全 相同 ,但 其 者 的 下 面 和 H 而 的 
方向 图 应 互 换 。 同 时 利用 引出 的 小 电流 环 的 有 效 长 度 ,可 直接 根据 电流 元 的 辐射 电阻 公式 
(6. 25) 导 出 小 电流 环 的 辐射 电阻 , 即 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 6 章 天 线 工 一 一 电磁 流 的 辐射 和 接收 的 理论 基础 " li5 。 


|: sm (全 村 2205 3 (6. 30) 
由 此 可 见 , 小 电流 环 的 辐射 电阻 反比 于 *, 而 电流 元 的 辐射 电阻 则 反比 于 尼 , 因 此 , 当 环 的 
尺寸 不 变 而 波长 增加 时 ,辐射 电阻 将 急速 下 降 , 所 以 其 辐射 能 力 比 电流 元 还 要 昼 。 


6. 3 天线 的 基本 参数 


一 副 天 线性 能 的 优先 直接 影响 无 线 电 设备 的 质量 ,所 以 设计 天 线 时 必须 精确 地 考 虚 和 
评价 其 技术 性 能 。 为 了 定量 衡量 一 副 天 线 的 性 能 ,通常 用 一 些 特 性 参数 作为 天 线 的 技术 指 
标 。 天 线 的 主要 特性 参数 为 主 为 宽 产 、 副 辩 电 平 . 前 后 比方 向 性 系数 .效率 .增益 、 等 效 高 
度 、 以 及 辍 化 . 输 和 人 阻抗 等 。 下 而 仅 介 绍 较 常 用 的 特性 参数 。 


6.3,1 天 线 的 方向 图 及 其 有 头 参 数 


我 们 知道 ,任何 实用 天 线 的 远 区 辐射 场 都 是 随 空间 的 位 置 变化 而 变化 的 ,因此 在 球 坐 标 
系 中 天 线 圣 场 点 距离 R 处 的 远 区 辐射 场 量 只 是 角度 9, 9 的 函数 ,这 个 函数 就 是 方向 图 函数 
|F(9, 人 | ,通常 将 方向 图 函数 |F(9，p) | 关于 其 最 大 值 | 下, (9，g) | 进行 归 一 化 的 函数 
FC9, 9) | /| Fiat9， 9) | 称 为 归 一 化 方向 图 丽 , 
数 , 记 为 | f(8，p) |。 按 归 一 化 方向 图 函数 给 / 0707 Ew 
制 的 方向 图 称 为 天 线 的 归 一 化 方向 图 。 显 然 ， Nac 
图 6. 2 中 示 出 的 电流 元 的 下 而 和 HH 而 方向 图 ne 各 
也 是 归 一 化 的 方向 图 (因为 其 最 大 辐射 方向 上 J 
的 最 大 值 为 1)。 后 故 

天 线 的 方向 图 虽 能 描述 空间 不 同方 向 上 
辐射 能 量 的 大 沙 ,但 具体 量 的 概念 不 够 明确 ， 
因此 也 采用 另外 一 些 特性 参数 来 描述 天 线 方 
向 性 的 性 能 。 

1) 主办 宽度 

当天 线 的 下 而 或 H 面 方向 图 具有 如 图 6. 4 所 示 的 多 办 形状 时 ,通常 将 天 线 最 大 辐射 广 
向 所 在 的 波状 称 为 主 锥 ,其 余 的 波 因 称 为 副 辩 (或 旁 因 ) 及 后 辩 ( 或 尾 汰 )。 在 主因 两 侧 分 别 
取 辐 射 功率 ( 场 强 ) 等 于 最 大 和 值 方 向 的 辐射 功率 的 172( 场 强 的 1/V2) 处 的 两 点 ,这 两 点 阿 的 
夹 角 称 为 主 钴 的 半 功 率 点 张 角 , 记 为 (2%;)e,s 或 (20_sm)5, 5, 或 称 半 功率 波束 宽度 (或 更 简 
单 地 称 为 主 钴 宽度 )。 从 极 坐 标的 坐标 原点 向 主因 的 两 侧 引 射线 ,这 两 根 射线 间 的 夹 角 称 为 
主因 零点 宽度 , 记 为 2 。 


第 一 一 大 
图 6.4 闫 线 节 向 图 准 波 内 


2) 副 吻 电 平 
实际 天 线 的 方向 图 往往 不 止 一 个 副 辩 ,而 是 用 干 个 副 办 。 暴 车 主 鸭 的 一 罗 称 为 第 一 
副 瓣 ,依次 称 为 第 二 ,三 ,，…' 副 瓣 . 为 估计 天 线 融 瓣 的 强 弱 , 通 常用 天 瓣 电 平 来 表示 ,定义 为 


任 一 副 斩 的 最 大 值 与 主 斩 最 太 值 之 比 , 并 以 dB 作 单 位 。 由 于 最 些 近 主 斩 的 的 第 一 副 拆 其 
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电 平 最 高 ,因此 通常 对 天 线 的 第 一 副 斩 电 平 提出 要 求 。 天 线 副 加 的 辑 射 ,无 论 对 通信 还 是 雷 
达 来 说 都 是 有 害 的 , 它 直 接 影 啊 天 线性 能 的 优 劣 程度 。 

3) 前 后 比 

天 线 的 前 后 比 是 指 天 线 最 大 辆 射 方向 (前 同 ) 电 平 与 其 相反 方 同 5( 反 同 ? 电 平 之 比 , 通 溃 
也 用 dB 作 单 位 ， 天 线 的 前 后 比 反 瞻 了 天 线 的 前 .后 向 申 离 程度 或 抗 于 殷 能 力 。 天 线 的 前 
后 比 应 尽 可 能 高 些 。 

4) 方向 性 系数 

由 于 上 述 与 方向 图 有 关 的 参数 只 能 表示 同一 天 线 在 空间 各 个 不 周 方向 辐射 能 量 的 相对 
大 小 ,但 却 不 能 反映 天 线 在 全 空间 中 辐射 能 量 的 集中 程度 。 为 了 定量 衡量 天 线 的 方向 性 ， 于 
面 引 人 天 线 方向 性 系数 这 一 重要 参数。 

天 线 的 方向 性 系数 定义 为 :天 线 在 远 区 最 大 辐射 方向 上 菜 点 的 平均 辐射 功率 密度 
Sm) mw 与 平均 辐射 功率 相同 的 无 方向 性 天 线 { 各 向 间 性 天 线 ) 在 同一 点 的 平均 辆 射 功率 密 
度 (30)% 之 比 ,; 记 为 D。 有 好 


CS. ),, | 
Te Te 8. 31 
TE P_ 相 同 ,有 相同 | Eo | ”|p 机 加 ,PR 相同 
式 中 (Sn 一 | Eww | /2%;(S0) 一 | 可 |272 加 ,而 办 一 120r0。 
ee 《Su 一 卫 ,/7d4rR2 ,， 故 式 (6.31) 可 蛮 为 
We 
D= OP 站. 32) 
所 以 
| 下 |= Ye C6. 33) 


由 此 可 见 ,在 平均 辐射 功率 相隔 的 情况 下 ,有 方向 性 天 线 在 最 大 辐射 方向 上 的 场 强 是 无 方向 


性 天 线 辐射 场 强 的 vD 倍 , 即 最 大 辐射 方向 上 的 平均 辐射 功率 增 大 到 DD 倍 。 这 表明 天 线 在 
其 他 方向 辐射 的 部 分 功率 如 强 到 其 最 大 辐射 方向 上 , 旦 主 瓣 越 窑 ,加 强 到 最 大 辐射 方向 上 的 
功率 就 起 多 , 则 方向 性 系数 越 大 ， 

车 已 知 天 线 的 妇 一 化 方向 图 函数 为 |7(8, 9)| , 则 天 线 在 空间 任意 方向 上 远 区 的 电场 强 


度 的 模 及 平均 辐射 功率 密度 分 别 为 
| Ett, gp) {=| Er | fC8, 5 | 《6. 34) 
|ECW, oo) | | Ew | | FI, p) | 
SCO Ph es A (6, 35) 
于 是 ,天线 的 平均 辐射 功率 为 
Pp, = 中 Sb， p)dS = | dl | fC0, @) 1:sin 9d8 (6. 36) 


将 上 式 代 人 式 (6. 32) , 即 得 方向 性 系数 的 计算 式 
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DS= 一 一 有 有 5 (6b. 37) 


| | | f¢8, lzsin bdbde 
已 


若 | Fo, 8) | 二 | 天 办 |， 即 方向 图 与 2 无 关 , 则 


~ (6, 38) 
| | FCO) 12sin 8d8 
从 


例 6.1 求 沿 z 轴 放置 的 电流 元 的 E 面 主因 宽度 和 方向 性 系数 。 
解 : 因 沿 = 轴 放 置 的 电流 元 的 妇 一 化 玉 面 方向 图 函数 为 


| f(D |= sing 


于 是 ,由 sin OsE = 17 2s 得 电流 元 的 E 面 主 瓣 宽度 为 
2 se = 90° 
将 沿 z 轴 放 置 的 电流 元 的 方向 图 函数 代 人 式 (6. 38) ,得 
2 2 2 3 


一 1.5 


二 一 
| sin: Osin Gd0 | sin: qo (4) 2 
i , 3 


若 用 分 贝 表示 , 则 
D = 101gl.5 = 1.76 dB 


6.3.2 效率 


由 于 实际 天 线 中 导体 和 介质 都 要 引 人 一 定 的 欧姆 损耗 ,因此 天 线 的 平均 辆 射 功率 P, 一 
般 都 小 于 天 线 的 平均 输入 功率 P,。。 天 线 效率 定义 为 :天 线 的 平均 辐射 功率 P, 与 平均 输入 
功率 Pi 之 比 ; 记 为 加; 即 
Pp. PP. 
Tp, P+P, 
式 中 ,Pu 为 天 线 的 平均 损耗 功率 , 它 同 损耗 电阻 Rs 间 的 关系 为 


P = ER (6, 40) 


(6B. 39) 


而 15 为 天 线 输入 电流 的 最 大 什 。 于 是 , 式 (6. 39) 可 表示 为 
R, 
MR,+R, 
可 见 , 要 提高 天 线 的 效率 ,应 尽 可 能 提高 天 线 的 辐射 电阻 , 尽 可 能 降低 天 线 的 损耗 电阻 。 当 
频率 较 低 时 ,由 于 天 线 的 长 度 和 波长 相 比 很 小 ,辐射 电阻 很 小 , 而 一 般 天 线 的 尺寸 较 大 使 损 
耗 较 大 ,因此 了 较 低 。 在 微波 波段 , 特 草 是 频率 高 端 , 由 于 天 线 几 何 尺 寸 与 波长 可 相 比 所 或 
昔 大 ,辐射 电阻 大 大 提高 , 面 损耗 不 高 ,与 辐射 电阻 相 比 可 忽略 不 计 ,因此 天 线 效 率 可 认为 接 


(8. 41) 
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近 于 1, 冯 % 全 1。 
6.3.3 增益 系数 


为 了 全 面 衡量 天 线 能 量 转换 和 方向 性 的 性 能 ,通常 将 方向 性 系数 和 天 线 效 率 了 两 者 联系 
起 来 ,引入 一 个 新 的 特性 参数 一 一 增益 系数 。 

天 线 的 增益 系数 定义 为 :天线 在 远 区 最 大 辐射 方向 上 某 点 的 平均 功率 密度 与 平均 输 和 人 
功率 相同 的 无 方向 性 天 线 在 同一 点 的 平均 功率 密度 之 比 , 记 为 上 G, 即 


《6. 42) 


(So se | 已 相同 ,相同 
式 中 (So a, = P./4xR’, 于 是 , 式 (6. 42}) 恋 为 


(Oona) (Chr 和 
{C= Pp /AnR = P./4nR: Pp, 一 也 94 (6. 43) 
可 见 , 天 线 的 增益 系数 等 于 天 线 的 方向 性 系数 与 辐射 效率 的 乘积 。 在 微波 波段 ,由 于 天 线 的 
辐射 效率 很 高 , 故 天 线 的 增益 与 方向 性 系数 相差 不 大 。 实 际 应 用 中 ,天 线 的 增益 用 得 较 多 ， 


且 用 dB 表示 增益 系数 , 即 


GdB) = 10 lgG dB (6. 44) 
天 线 的 增益 一 般 越 高 越 好 。 


6.3.4 等 效 商 度 


天 线 的 等 效 高 度 ( 或 有 效 长 度 ) 定 义 为 :在 保持 实际 天 线 最 大 辐射 方向 上 场 强 值 不 变 的 
条 件 下 ,假设 天 线 上 电流 为 均匀 分 布 时 天 线 的 等 效 高 度 。 它 是 将 天 线 在 最 大 辐射 方向 上 的 
场 强 与 天 线 上 的 电流 联系 起 来 的 一 个 参数 。 通常 将 等 效 高 度 归 于 输入 电流 的 记 为 han, 归 
于 波 腹 电流 的 记 为 he。 天 线 的 等 效 高 度 越 高 ,表明 天 线 的 辐射 能 力 越 强 ， 


6.4 对 称 振子 天 线 

前 面 所 述 的 电流 元 利 磁 流 元 因 其 辐射 电 嚼 低 , 椒 能 作为 实际 天 线 使 用 。 下 面 将 介绍 中 
心 馈 电 , 长 度 与 波长 四 比 所 的 对 称 振子 天 线 ( 简 称 对 称 振子 }。 对 称 振 子 是 最 基本 也 是 最 常 
见 的 一 种 实用 型 天 线 。 
6.4.1 对 称 振子 的 电流 分 布 与 远 区 辐射 断 

对 称 振子 是 由 两 根 粗 细 和 长 度 都 相同 的 导线 构成 ,中 间 为 两 个 馈 电 端 , 如 图 6.5 所 示 。 


当 在 对 称 振子 的 中 间 馈 电 点 接 上 高 锋 电 动 势 时 ,在 对 称 振子 的 两 恬 上 将 产生 高 频 电 流 , 该 电 
流 将 产生 辐射 场 。 由 于 对 称 振 于 的 长 度 可 与 波长 相 比 拟 , 其 上 电流 的 幅度 和 相位 不 能 视 为 
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处 处 相同 ,因此 对 称 振子 的 辐射 杨 不 同 于 电流 元 的 辐射 场 。 但 可 以 将 对 称 振子 分 成 无 数 小 
段 , 每 一 小 有 自 都 可 看 成 是 电流 元 , 则 整个 对 称 
振子 的 辐射 场 就 等 于 电流 元 的 辐射 场 沿 整个 
导线 长 度 的 积分 。 所 六 ,为 了 求 得 对 称 振子 的 
辐射 场 ,首先 应 确定 对 称 振子 上 的 电流 分 布 。 
对 称 振 子 土 的 电流 分 布 可 近似 采用 传输 
线 理 论 ( 本 书 下 册 第 2 章 讨论 ?进行 分 析 , 即 将 
对 称 振子 看 成 是 一 段 长 为 A, 终端 开路 的 传输 
线 分 别 向 上 向 下 展开 180° 成 为 一 直线 而 成 ;如 
6.6 所 示 ,对称 振子 上 的 电流 分 布 与 终端 开 
路 传输 线 上 的 一 致 。 选 取 对 称 振子 的 轴线 与 
zx 轴 重 合 , 对 a 字 的 振子 , 兰 略 去 因 辐 射 引 起 
的 电流 分 布 的 改变 , 则 电流 近似 于 正 吾 分 布 , 即 


fr ~、 ) 
-一 / 
A 
(a) 开路 传输 线 上 的 电流 分 布 tb) 对 称 振子 土 的 惠 渡 分布 
图 6.6 开路 传输 线 演 变 威 对 称 操 子 


I(z) = I,sin[k(h —| 2 |)] (8. 45) 
式 中 ,I 为 电流 驻 波 的 波 腹 点 处 的 电流 。 
对 称 振子 上 辟 = 处 的 电流 元 1 dz = T(z)dz 在 远 区 场 点 pp 产生 的 辐射 电场 为 


dE — (dEs Yas = a PE Esin Oy een! (6. 46) 
1 


振子 下 项 关于 中 点 对 称 的 一 1z| 处 电流 元 1., dz 一 Iz)dz 在 户 处 产生 的 辐射 场 为 


dB: = (dE Jas, 一 a PE) esin Os ete (6. 47) 
2 


对 远 区 场 点 ,各 源 点 至 场 点 的 射线 可 视 为 平行 , 妇 有 YR/ 请， 从 击 有 外 二 9 二 多 1 gp 
ay Re 0, » /Ry 2 /Ra 1/ Rs, 在 相位 因子 中 应 有 RR 一 | x | cos8@, RR|z|cos0, 
这 是 因为 1zjeosb 与 及 要 比 很 小 ,但 与 波 长 可 相 比拟 ,可 能 会 引起 较 大 的 相位 差 。 于 是 ， 
电场 是 ; 和 dE; 方向 的 单位 矢量 均 为 ae ,其 天 量 和 变 成 代数 和 。 帮 有 


让 5 Hz) de 
2AR 


dEs 一 dE + dE =} gin eR (esisleow ,| eile: od ) 
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二 


2AR 
总 辐射 电场 为 
po fa 80 osthh e080) — cost bh} (6. 48a) 
S11 
而 辐射 磁场 为 
H,- (6. 48b) 
Ho 


由 此 可 见 , 与 电流 元 相似 ,对 称 振子 的 远 区 辐射 场 也 只 有 Es 入。 两 个 分 量 , 故 辐射 的 远 区 
场 是 沿 天 量 an 方向 传播 的 TEM 波 , 且 电场 分 量 与 磁场 分 量 同 相 ; 辑 射 的 电磁 波 也 是 球面 
波 , 辐 射 中 心 就 是 对 称 振子 的 中 心 ;辐射 场 与 尺 成 反比 ,与 I 成 正比 ,并 与 9 有关 , 即 辐射 声 
具有 方向 性 。 

对 称 振 子 前 见 的 臂 长 是 瑚 一 4/4, 即 24 二 X12, 这 种 对 称 振子 称 为 半 波 对 称 振子 。 半 波 
对 称 振子 的 远 区 辐射 电场 为 


cos| 3 cos 0 
Es=} I (6. 49) 


6. 4.2 对 称 振子 的 方向 图 与 辐射 电阻 


式 (6. 488) 中 ,电场 分 量 Es 与 坐标 角 8 间 的 关系 即 对 应 对 称 振子 的 方向 图 函数 , 即 


| FO, Hf | =| FO | 二 | costthcos 从 — cos( 妒 ) | (86. 50) 
| sin § | 


而 好 一 化 的 方向 图 函数 为 


| FD | 
| 
对 一 般 实用 的 对 称 振子 ,最 大 辐射 方向 在 上 = /2 处 ,此 时 
| Fa tt |=| 工 一 sos 二 | 
因此 
| costkh cos 0) — cost kh ) 
[| 1 — cos( kh ) sing | 6. 31) 
特别 地 ,对 半 波 对 称 振子 ,有 
Eo 
| FD |=| f(D | 一 cos {Bo 9 (6. 52) 
sin8 


从 对 称 振子 的 归 一 化 方向 图 函数 可 知 , 它 只 全 有 不 含有 8g, 这 说 明 对 称 振子 的 辐射 场 
与 9 无关, 也 就 是 在 垂直 于 对 称 振子 的 H 面 内 无 方向 性 , 即 对 称 振子 的 H 面 方向 图 仍然 是 
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单位 圆 。 这 与 电流 元 的 情 误 相同。 同时, 对称 振子 的 正面 方向 图 除了 随 角 度 ! 变化 外 ,还 与 
对 称 振子 的 电 长 度 24h/4 有关。 图 6.7 示 出 了 不 同 2h/4 值 于 对 称 振子 的 王 面 方向 图 的 变化 
情况 。 由 图 可 见 , 当 28/4 志 1 时 ,方向 图 只 有 两 个 主 波 思 , 没 有 副 握 。 在 焉 直 于 振子 轴线 上 
有 最 大 辐射 , 且 振 子 的 臂 长 越 长 ,方向 图 越 尖锐 , 即 方向 性 越 强 ; 当 28/2 之 1 时 ,方向 图 出 现 
副 斩 ,和 随 着 振 于 辟 长 的 增加 ,中 央 波 准将 逐渐 变 小 , 副 拓 将 逐渐 变 大 ; 当 24/4 = 2 时, 中央 波 


失 消 失 , 面 出 现 四 个 波 准 。 可 以 证 明 , 半 波 对 称 振子 和 全 波 对称 振 子 的 正面 主 姑 宽度 分 别 
汐 78 和 47.8 。 | 


图 6.7 不同 电 长 度 的 对 称 振 子 的 好 一 化 已 面 方向 图 
对 称 振子 的 辐射 功率 为 


号 蔬 六 者 | Es 医 
PP, 一 中 有 ,dd 一 — “R'sin ddder 
号 2% 


DO yo 


_ 0 | [cos(kh cos 0 一 costAMh) Fg (6. 53) 


0 sin# 
因此 辐射 电阻 为 Ri ID) 
| 司 济 国画 国 
上 = F773 i 国 芝 国 证 
180 
ee 60| [cos(kh eos 2 — cos(kh) J 国 国 加 国 国 
n SI1n 


| LL 
(6. 54) 有 加 本 本 加 4 本 国生 
此 积分 可 利用 正弦 积分 和 余弦 积分 表 计 “名 上 TTTPFTTEHTTETTT 


算 ,也 可 利用 数值 积分 法 计算 .图 6.8 示 ”Do 证 


出 了 对 称 振子 的 辐射 电阻 随 其 单 辟 的 电 长 0 0102 03 04 05 06 07 08 09 10 
团 6.8 对 称 振 子 的 辐射 电阻 随 hi/ 的 变化 曲线 
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度 hi4 的 变化 曲线 。 可 以 证 明 : 对 半 波 对 称 振子 , RR = 73.10; 对 全 波 对 称 振 于 , RR = 
200 + 对 £74 志 0.1 的 对 称 据 子 , R, 20( 妨 阁员。 

例 6.2 求 半 波 对 称 振子 的 辑 射 电阻 和 方向 性 系数 。 

解 : 外 由 式 56. 53) 可 得 半 波 对 称 振子 的 辐 庙 功率 为 


x 
~ COS: | cosd 

p, = 30E| So a 15E| i+ costrcos 从 dp (6. 55) 
如 SIEIT1 8 a SIT 8 


令 坟 == 不 十 rcos8, 则 式 (1) 中 的 积分 变 为 


| l + coskrcos Dg | 1 一 Cos 下 三 上 1 — cosa ty (8. 56) 
身 sing 有 Gt) 0 计 
将 上 式 代 入 式 (6.55), 并 利用 余弦 积分 过 ,可 得 
2 = 
了 = 151:| 8 4g 一 15 有 [lnf2x) 二 7 一 CC2r)] (6.57) 
名 


式 中 :一 人 577 2, 为 欧 拉 带 数 ; CC2r) 一 一 0.022 6, 为 余弦 积分 值 。 于 是 ,辐射 电阻 为 


R,= = = 73.]] 0 (6. 58) 


加 可 利用 式 (6. 32) 直 接 由 定义 式 求 半 波 对 称 振 子 的 方向 性 系数 ， 由 式 (6. 49) ,并 令 
9 二 x/2, 得 


607, 607. 

| Es Ls RR | Fos (0) | 下 < R (6, 59» 
而 P= zhR (6, 60) 

将 以 上 两 式 及 式 (6,58) 代 入 式 (6, 32), 即 得 

_ {Ew [RR _ 120 _ 
D = Pp = 7- 1. 64 (6.61) 
车 用 分 贝 表示 ; 则 

D(dB) = 10 lgl. 64 = 2.15 dB (6, 62) 


6.5 天 线 阵 


从 前 面 的 讨论 可 知 ; 对 称 振子 类 天 线 的 主办 宽度 较 宽 , 即 方向 性 较 弱 ,因此 一 般 难 以 单 
独 用 作 实 用 的 天 线 。 为 了 提高 天 线 的 方向 性 ,通常 将 若干 个 单元 天 线 ( 或 称 为 阵 元 ) 按 某 种 
方式 排列 成 天 线 阵 。 只 要 天 线 阵 揭 各 个 阵 元 上 电流 的 振幅 和 相位 满足 适当 的 关系 , 即 可 获 
得 所 需 的 辐射 特性 。 根 据 不 同 的 排 阵 方 法 ,天 线 阵 可 分 为 直线 阵 .平面 阵 和 立体 阵 。 直 线 阵 
特别 是 均匀 直线 阵 是 最 常见 的 天 线 阵 形式 ,而 直线 阵 中 最 简单 的 是 二 元 阵 。 下 面 先 介绍 二 
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元 阵 , 然 后 骨 讨 论 多 无 阵 的 情况 。 
6.5.1 二 元 阵 


设 有 两 个 形式 和 取向 均 相 同 的 天 线 单元 
《 称 为 相似 元 ) 沿 直角 坐标 系 的 某 一 坐标 轴 排 
列 , 如 图 6.9 所 示 。 两 阵 元 的 间距 为 a, 两 阵 
元 上 的 电流 分 别 为 五 各 王 , 且 王 一 mgJie 其 
中 mx 为 两 阵 元 电流 振幅 的 比值 , 且 为 1; 超 
前 于 工 的 电流 相位 。 假 设 观 察 点 p 位 于 远 
区 ,从 中 元 “1? 和 阵 元 "27 至 户 点 的 射线 可 近 


似 认 为 平行 ,因此 两 阵 元 在 点 pp 处 辐射 电场 二 
的 方向 都 沿 go 方向 , 即 El 平行 于 FE 。 于 是 ， 
二 元 阵 在 点 p 处 的 辐射 电场 可 表示 为 
FE, 一 En + Ew = EuF(0, ¢) Se + Es Fs (0, p) 所 一 (6. 63) 


因 两 个 单元 天 线 为 相 亿 元, 故 Fo pl = 让 (9, gp) ,对 应 于 各 单元 天 线 本 身 的 方向 图 蛆 数 ， 
Fs 一 mE le 汪 mF, ex, 1/R, A 17 民 ， +» 以 及 在 相位 因子 中 , 则 有 ks 2 Re — decosc, 于 是， 
二 元 阵 的 辐射 电场 变 成 


人 it 


Es = EsF1(0, (1 + me™*) SO— (6. 64) 
1 
式 中 ,六 二 十 dcos a。 所 以 ,二 元 阵 四 射 电场 的 寞 值 为 
1B 1= Le | Feo, 由 (me |= Le | FOO, 9) | (6. 65) 
1 1 


由 比 可 见 , 合 成 辐射 场 的 方向 图 冰 数 |FC9，gq) | 由 了 商 个 因子 的 乘积 决 定 。 其 中 第 一 个 因子 
|F1(6,， 9) | 为 单元 天 线 本 身 的 方向 图 函数 , 称 为 天 线 阵 的 方向 图 函数 的 元 因子 ;第 二 个 因子 
| (1 十 zzey) | 与 阵 元 冯 的 距离 . 阵 元 上 的 电流 的 振幅 比 及 相位 差 上 有 关 , 称 为 天 线 阵 方 闪 图 
函数 的 阵 因 子 ; 记 为 |F,t9, 了 1。 因此 ,天 线 阵 的 方向 图 函数 为 


| FC(8, 网 | 一 | Fi(0, 9) || FC, y) | C6. 66a) 
而 归 一 化 方向 图 函数 为 


_ | FH, g) | 
| fF8, ) | 一 EC0, o) | 


一 般 地 ,| 下 |， 9) | 与 | F198， FF) | 在 同一 方向 取得 最 大 值 , 此 时 有 
| FCO0, gp) |=| ft8, p) || f.(0, 9) | C6. 66b) 
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起 中 ,| /9,9 1 一 | 0 9 一 

由 武 (6. 63) 可 得 到 如 下 绪 沦 :在 各 单元 天 线 为 相似 元 的 条 件 下 ,天线 阵 的 ( 归 一 化 方向 
图 范 数 等 于 ( 归 一 化 ;元 因子 与 ( 归 一 化 ) 阵 因子 的 乘积 。 这 就 是 方向 图 乘积 原理 。 尽 管 方向 
图 乘积 原理 由 二 元 阵 的 分 析 得 到 ,事实 上 , 它 对 任意 全 相似 元 组 成 的 天 线 阵 都 适用 。 

值得 指出 ,在 式 (6. 66) 中 方向 图 西数 ,元 因子 及 阵 因子 均 用 球 坐 标 系 中 的 坐标 角 (9, 9) 
表示 ,所 得 的 表达 式 是 方向 图 函数 的 一 般 式 ,便于 实际 应 用 。 当 单元 天 线 为 电流 元 或 对 称 据 
子 类 的 天 线 时 ,元 因子 | (0, 9) | 二 | FC | 中 的 角度 6 是 从 其 轴线 算 起 的 , 它 并 不 一 定 
是 球面 坐标 系 中 的 极 角 9。 为 了 加 免 混 淆 ,通常 可 将 元 因子 中 的 角度 8 按 振子 轴线 的 取向 不 
同 加 以 改 记 ,并 将 改 记 后 的 角度 的 表达 式 归 算 到 球 坐标 系 中 。 具 体 地 , 当 坐 标 系 中 振子 轴线 
沿 二 轴 时 ,将 原 公式 中 的 8 改 记 为 8. ,而 


cos 0 = dr * a, 
应 用 第 1 章 中 的 式 (1. 78) ,可 得 


cosf, = {qsin dcos p+ avsin Osin g++ dcos 0) » a, 一 sin ecos py 6, B7ay 


Si 有 = yl—ecost, = vl— sin eos' op 《6. 67b) 

同 理 , 当 振子 轴线 沿 y， z 办 时 , 则 有 
cos 0, = dr * A, ~ sin fsin g 《6. 68a) 
cosd, = dap" A = cost 《6. 88b) 


这 样 , 当 振子 轴线 沿 z，y, z 轴 时 ,在 原单 元 天 线 的 方向 图 函数 中 代入 上 述 关 系 即 得 | Fi (4, 网] 。 
例如 , 当 二 元 阵 的 阵 元 为 半 波 对 称 振子 且 振 子 贺 线 沿 x 轴 时 , 则 有 


COS (Fsin dcos ?) | 


vl— sin tdcosy 


对 天 线 阵 的 阵 因子 |F,(9，g)| ,同样 需要 将 角度 a 归 算 到 球 坐 标 系 中 , 即 用 球 坐 标 系 中 
的 角度 (98,，g)}) 表 示 降 因 子 。 由 于 a 表示 从 坐标 原点 向 场 点 引出 的 射线 与 天 线 阵列 中 心 连 线 
所 在 坐标 轴 正 向 间 的 实 角 ,因此 , 当 阵 列 中 心 连 线 狂 zx，y, z 轴 时 ,可 将 角度 改 记 为 a ， a 
和 xs-。 通 过 类 似 分 析 , 可 得 


COS | COS 已 ) 本 


sin 8. 


| Fe pg} |=| 工人 | 一 


cos a, = sin feos 9 
cos ay 一 sin dsin vy 《6. 89) 
cos ao, — cos# | 


这 样 , 当 阵 列 中 心 连 线 沿 茶 一 坐标 轴 时 ,将 阵 因 子 中 的 a 用 式 (6. 69) 中 的 相应 表达 式 代 
人 即 得 |F,(9, 9)|]。 
对 等 幅 同 相 激励 的 二 元 阵 , 阵 因子 为 


| (8 的 | 一 | 1 十 近 | 王 ww20 十 cogs 则 一 2 


eDS 生 | (8. 70a) 
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相应 的 归 一 化 阵 因 于 为 


Cos [+ hd COS o) | | 6. 70b) 


CQOS = 


| £0 #) | = 


显然 ,对 阵 元 间距 4 = 472 的 等 幅 同 相 激励 的 二 元 阵 , 奉 阵 列 中 心 连 线 治 工 轴 , 巾 


| Ft0, gp) | 一 | F(a} |= 2|cos 5 cos a, | = 2|cos (> sind eos ?) 
对 不 等 幅 的 二 元 阵 ; 阵 因子 为 
| FO, py |=| 1+mer [= vl+m + 2m cosy 《6. 71a) 
而 归 一 化 阵 因 子 为 
i 
| fC0, 2 ee A 二 m+ 2m cosy £6, 71b} 


全 6.3 自由 空间 中 ,三 个 沿 yy 轴 排 列 ， 
旬 距 为 4/2 的 电流 元 用 于 远 区 辐射 电磁 波 , 各 
电流 元 激 大 电流 的 相位 相同 ,振幅 比 为 1 : 
2 : 1, 如 图 6.10 所 未。 求 该 天 线 阵 的 归 一 化 
方向 图 函数 ,并 画 出 yOz 面 的 归 一 化 方向 图 。 

解 ;方法 上 

因 该 阵列 天 线 工 作 于 远 区 , 故 总 的 辐射 电 
场 为 


图 6.10 活 ? 轴 排列 的 三 元 库 


于 一 FEF, EFE; 十 王 ， = Ei(l -2 es) 


二 em sin 0,(1 十 De ree, a Eid cum, ) 


a esp, (0, pF (0, w) 
于 是 ,方向 图 函数 为 
| FO, 的 一 | 局， 的 | 下， 的) | 


一 | sing, || 1+2 cos (hd cosa + cos (2kd cos ay ) 
+ j2 sin Chd cos ay) + i sin (Zkd cos a,) | 
] 


一 wl sin’ 8sin 中 4 
所 以 , 轨 一 化 方 庙 略 函 数 为 
| ft8, #) | 一 | wd 一 Sin sin’ ¢ cos > sin 0 sin ?] 


| FE, YY | nex 


COS (> sin 0 sin a 


方法 了 
将 三 个 电流 元 分 成 两 组 ,每 组 均 为 一 个 等 幅 同 相 二 元 阵 , 面 两 个 等 幅 同 相 二 元 阵 又 可 组 
成 一 个 新 的 等 幅 同 相 二 元 阵 。 因 两 个 等 幅 同 相 二 元 竹 的 归 一 化 元 因子 为 
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| 万 (2 他) | 一 Sim 上 各 = w] 一 sm sinz 的 
而 归 一 化 阵 因子 均 为 


| ft0, |= | cos 六 (kt cos oa,) 


2 


cos 全 sin 0 sin p】 | 


因此 ,每 个 等 幅 同 相 二 元 阵 的 归 一 化 方向 图 菌 数 为 

| FPC 了 | 一 | f.(8, p) || 六，p) | 
青 将 两 个 等 幅 同 相 二 元 阵 组 成 一 个 新 的 等 幅 同 相 二 雹 阵 , 其 妇 一 化 元 因子 为 | C8， gq) | ,而 
妇 一 北 阵 因 子 为 


Ca 9 [1 a0, |= |eos (BsinOsin 9g)| 


这 样 , 总 的 三 元 阵 的 妇 一 化 方向 图 区 数 为 
| fC8, 的 | 一 | F608, py) || fall, 了 | 一 | ft0, p) || fat, p) | 
= v1 sin sin’ $ceos [> sin 0 sin p】 
因 在 yOz 平面 上 ,gg 一 90", 故 有 


| Fd, op) | 一 | eos td | cos (3 sin 0 


其 归 一 化 方向 图 如 图 6. 11 所 示 。 

可 以 证 明 ,通过 天 线 阵 的 振子 中 心 连 线 
的 任何 平面 内 , 关 线 阵 的 阵 方向 图 函数 的 形 
式 完 全 相同 , 即 方向 图 相同 。 换 言 之 , 阵 方向 
图 是 环绕 天 线 阵 中 心 连 线 的 旋转 对 称 图 形 ， 
这 一 特点 可 用 于 检验 阵 方向 图 的 正确 性 。 


A Lf 本 
图 6.11 We 平面 上 的 归 一 化 方向 图 


6.5.2 导电 体 对 天 线 的 影响 


前 面 有 关 单 元 天 线 和 二 元 阵列 天 线 的 分 析 均 是 在 假设 天 线 处 于 自由 空间 中 的 前 提 下 进 
行 的 ,而 实际 天 线 均 架 设 在 地 球 表面 或 靠近 接地 的 金属 物体 ,因此 地 面 或 接地 的 金属 物体 必 
然 会 影响 天 线 的 辐射 和 阻抗 特性 。 下 曾 采 用 镜像 法 分 析 导 电 体 对 天 线 的 影响 ，。 

我 们 可 以 采用 静电 场 中 引出 的 镜像 法 来 分 析 放 走 子 地 球 表面 或 接地 的 金属 物体 附近 的 
天 线 ,将 地 球 表 面 或 金属 导体 视 为 接地 的 理想 导体 。 这 样 ,实际 关 线 的 镜像 位 置 上 的 镜像 天 
线 才 面 土 的 电 答 必然 和 实际 天 线 上 的 量 值 相等 ,符号 相反 。 尽 管 实际 夫 线 上 的 电荷 和 电流 
古 交 变 的 ,但 我 们 总 可 以 根据 某 一 通 疝 天 线 上 高 频 电流 ( 即 电 荷 ) 的 分 布 来 判断 镜像 天 线 上 
电荷 的 量 值 污 符 号 。 

1) 得 站 . 水 平 放 年 的 电流 元 的 镜像 

电流 元 垂直 放置 于 无 限 大 接地 理想 导电 平面 上 方 , 如 图 6.12(a) 所 示 。 可 将 电流 元 看 
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成 是 带 正 负电 和 荷 的 电 侦 棚子 。 因 这 一 电 眉 极 子 放置 于 接地 理想 导电 平面 的 上 方 ,为 了 用 镜 
像 电荷 代替 接地 时 电 平 面 的 影响 , 则 在 接地 导电 平面 下 方 对 称 位 置 处 应 有 电 偶 极 子 的 镜像 
电 偶 极 子 ,如 图 所 示 。 者 将 镜像 电 偶 极 子 上 的 电荷 用 从 正 到 负 的 电流 线 表 示 , 则 可 看 出 , 镜 
像 电荷 的 方向 与 原 电 流 元 的 方向 相同 , 即 镜像 为 正 像 。 这 样 , 移 去 接地 导电 平 面 后 , 原 电 流 
元 和 镜像 电流 元 构成 一 等 幅 同 相 二 元 阵 。 换 言 之 ,分 析 垂 直 放 置 于 接地 导电 平面 上 方 的 电 
流 元 就 等 效 于 分 析 自 由 空间 中 的 等 幅 同 相 二 元 阵 。 

上 上 1 


Hy 
FTP I 一 一 -一 一 一 一 -一 一 ~-- 一 -一 -一 一 -- 
i 
一 一 一 全 
Co 
ITTTTTTTTTAITTIITT 


Oo O—O 一 一 和 

十 十 [一 
TT = 

C—O | mm | 


Cb) 水平 放 灌 的 电流 元 
图 5,12 垂直 ,水 平 放置 疯 电 流 元 的 鲁 亿 


根据 向 样 的 原理 可 知 ,水 平 放置 于 无 限 大 理想 接地 导电 平面 上 方 的 电流 元 的 镜像 为 负 
像 , 即 镜 像 电 流 元 的 相位 与 原 电 流 元 的 相位 差 为 180 。 因 此 康 电 流 元 与 镜像 电流 元 构成 一 
等 幅 反 相 二 元 阵 ,如 图 6. 12(b) 所 示 。 

2) 倾斜 放置 的 电流 元 的 镜像 sak 

对 如 图 6. 13 所 示 的 倾斜 放置 的 电流 元 ， 0 
只 要 将 颂 斜 放置 的 电流 元 关于 接地 导电 平面 
分 解 成 水 平 及 垂直 放置 的 电流 元 ,然后 根据 水 
平 及 垂直 放置 的 电流 元 的 镜像 容易 得 到 其 镜 a 
像 电流 元 ,如 图 所 示 。 | 

3) 对 称 振子 的 镜像 

通过 类 似 的 不 理 可 知 ,水 平 架 设 于 无 限 大 
理想 接地 导电 平面 上 方 的 对 称 振子 ,不 管 长 度 如 何 ,其 镜像 恒 为 负 像 ;垂直 哥 设 于 无 限 大 理 
想 接地 导电 平面 上 方 的 对 称 振子 ,不 管 长 度 如 何 , 其 镜像 恒 为 正 像 , 这 同 电流 元 的 情况 相同 。 

对 于 接地 导电 平面 构成 的 角形 域 , 置 于 角形 域内 天 线 的 镜像 也 可 用 类 似 于 静电 场 的 镜 
像 法 中 寻找 多 重 镜像 电荷 的 方法 确定 多 重 镜 像 天 线 , 面 角 形 域 内 天 线 的 辐射 场 即 为 原 天 线 
与 多 重 镜 像 天 线 的 辐射 场 的 普 加 ， 

例 &.4 由 两 个 半 波 对 称 振子 组 成 的 二 元 天 线 阵 ,如 图 6.14(a) 所 示 。 其 中 间距 为 
各 72 ,天 线 离 无 所 大 理想 接地 导电 平面 的 距离 为 ,/4, 并 等 幅 同 相 激 励 。 中 导出 该 天 线 阵 归 
一 化 方向 图 隔 数 ;加 写 出 该 天 线 阵 在 xDz，yDz 和 xOy 面 内 的 归 一 化 方向 图 函数 ,并 给 出 
ZzOz 面 内 的 归 一 化 方向 图 。 


图 6.13 异 针 放置 的 电流 元 的 剧 像 
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辫 
| 
i Po eit 
一 0 ER 有 
十 上 
到 
站 em el 
革 i 上 = 一 一 === EF=e 
Ca) 两 个 半 波 对 称 振子 组 成 的 二 元 天 线 阵 “by 原 天 线 阵 及 其 镜像 天 线 阵 


图 6.14 被 置 于 接地 哇 电 平面 上 六 的 二 元 天 线 阵 


解 :中 采用 镜像 法 求解 。 因 水 平 天 线 的 镜像 是 等 幅 反 相 的 , 故 原 二 元 阵 同 其 镜像 天 线 
构成 如 图 6. 14(b) 所 未 的 四 元 天 线 阵 ,此 四 元 天 线 阵 的 归 一 化 方向 图 豆 数 可 由 天 线 的 方向 
图 沫 积 原 理 求 得 导电 平面 上 方 原 天 线 阵 及 其 镜像 天 线 阵 各 为 一 个 等 幅 同 相 天 线 阵 , 其 阵 
因子 为 


| Fe g) | 一 2 oe [去 G + kd ose) | 


= 
CO 3 一 也 


去 二 2 cos ( 持 sinb eos 9)| 


2 


7 
coOs | —— cos oe, 


2 
式 中 ， ph = 6 二 Rd 人 OS 后 一 旺 ， 要 | Mo72。 原 天 线 阵 和 镜像 天 线 阵 又 构成 一 个 等 幅 反 相 


二 元 阵 , 其 阵 因 子 为 
| Fs 8, gp) | 一 2|cos 和 |= 2 | cos | 计 ( 十 Rolls Cos |] 
一 2|sin (地 COS 9)| 


式 中 ， 几 盖 外 十 姬 :cosas 总 一 180 ， d; 一 Al2。 
国 为 半 波 对 称 据 子 的 方向 图 函数 ( 即 四 元 天 线 阵 的 方向 图 函数 的 元 因子 ) 为 


™ 、 不 ， 
| Fn op) | 三 COS [> COS 2. ) 加 COS (> Sl HY cos 9] 
] 和 er a 
sn ] 一 ini dcos 5 
所 以 ,总 的 方向 图 函数 为 


| FF 9) |=| PC 9) | | Fld, p) | | Fe p) | 
以 及 总 的 妇 一 化 方 癌 图 阅 数 为 


0， | 
| f60, | 一 | fd, P| ful0, #) 11 falb, 9) | 


COS [> sin G cos p】 


vsin fcos ow 


全 
2 


COs 9 | (sx 90°) 


cos ( 亏 sin# cos p】 sin( 
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加 在 zOz 面 内 ,9 一 9， 所 以 


cos’ 人 si 0) 


cos8 


| A | = 


在 yOz 面 内 ; P= 二 90 ,所 以 


Fo 1= |sin (#0s0)| 


在 zOy 面 内 ， 8 ~ 号 0 ， 所 以 
| f(D 1|=0 
则 xOz 面 内 的 归 一 化 方向 图 如 图 6. 15 所 示 。 


| | 3 

1 1 1 1 

a x 闪 fg x x ~ x 一 省 
LN Ld 


Lid i 
图 615 xOz 面 内 的 妇 一 化 方 商 图 


6.5.3 均 名 直线 阵 


均匀 直线 阵 是 措 天 线 阵 有 N 个 相似 元 ,相似 元 的 中 心 排列 在 一 直线 上 , 相 邻 阵 元 的 间 肥 
相等 ,各 阵 元 的 电流 振幅 相等 以 及 电流 相位 按 等 差 级 数 递 增 或 递 威 的 直线 阵 , 如 图 6. 16 所 示 。 


bP 
一 人 一 


0 1 2 N-2 MN-l 


Ft 
0 E 2E 


| 
(N™2)E {N-1)t 
图 6.16 二 匀 直 战 阵 


同 二 元 阵 一 样 ,由 于 观察 点 疡 处 于 远 区 ,各 射线 均 可 看 作 平 行 , 故 合成 的 辐射 电场 可 用 
各 单元 天 线 辆 射电 场 的 代数 和 表示 ，, 刀 


Fs 一 En 十 正史 十 … Em, ‘6, 72) 


设 各 单元 天 线 上 电流 的 相位 递增 ,部 
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1 一 T er ， 了 一 了 ex ， 本 了 一 I EM 
这 样 ,均匀 直线 阵 在 远 区 p 点 辐射 的 电场 变 成 
Es 一 Ea[1 十 昱 十 e 十 …… 十 ec 人 (6. 73) 


式 中 ,多 一 Rd cosa 十 ,Ea 视 单 元 天 线 是 无 方向 性 的 点 源 、 电 流 元 还 是 对 称 振子 等 取 不 同 的 
表达 式 , 如 单元 天 线 是 点 源 , 则 En = 二 Ene 1 /RI 。 于 是 ,由 式 (6.73) 知 ,均匀 直线 阵 的 阵 
因子 为 


CE | ed 2) (6. 74) 


ED E11t tt | 


sin{ 
当 内 = 0 时 , 各 阵 元 在 场 点 户 产 生 的 辐射 场 同 相 又 加 ,此 时 阵 因 子 达 到 最 大 值 ,由 上 


式 得 
lim | Ftd} |=N 
pe 


因此 ,均匀 直线 阵 的 归 一 化 阵 因 子 为 


. 名 
sinl MN 二 
| fo tt) [一 六 (6. 75) 
Snh| -一 
2 
上 式 是 均匀 直线 阵 的 归 一 化 阵 因 子 的 一 般 表达 式 ; 根 疡 此 式 可 作出 | (办 | 随 上 的 变化 昌 
线 . 图 6.17(a) 示 出 了 六 取 关 种 不 同 值 的 情况 下 六 (5 凡 | 随 区 的 变化 曲线 。 图 6.17(b} 则 
示 出 了 闪 一 上 时 归 一 化 阵 因 子 随 光 的 变化 曲线 ,此 时 图 6. 17(a) 中 被 “ 折 释 ”的 横 坐 标 已 被 
“展开 ”。 
由 式 (6.75) 及 图 6.17 可 知 ，| f, (ww) | 是 光 的 周期 遇 数 ,周期 为 25, 即 随 交 的 变化 ， 
1 (四 | 的 变化 曲 弘 周期 性 出 现 。 因 此 ,| (四 D1 除 在 于 = 0 闭 得 最 大 值 和 外 ,在 由 二 十 2m 
Cm 一 1,2,，…) 时 也 都 取得 最 大 值 。 在 图 6.17 中 ,与 贡 一 0 对 应 的 波 办 称 为 主 为 ;与 少 一 士 
2mr 相对 应 的 手 称 为 要 准 。 为 避免 栅 瓣 出 现 , 必 须 限 制 阵 元 间距 4 的 大 小 ,以 使 贡 被 限定 
在 (一 2x,，27) 和 范围 {一般 取 [ 一 x, zj 范围) 内 ,如 果 在 a 一 90 方向 上 | 六 (5 风 1 出 现 最 大 值 5 即 


pl SEF TTTTTTTTTTITT 


2 NS Ea 
oN TT 
站 NET HH 本 而 
四 TT 
SFH 
9 醒 从 司 轩 桓 至 
el ERT 
oe KN et Sa ee 
TTY HR 
oO 30° b0” 90" i120" 150" 180° 


360" 330° 300° 270° 240° 210° 180° 
(ay NN 肥 六 种 不 同 信 的 情况 
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-Jn 一 下 0 Tt 2 » 
Cb) N= 二 4 的 捕 帝 


图 6.17 M 元 均 与 直线 阵 的 归 一 化 阵 冉 子 的 变化 曲 想 


主 瓣 ?时 ,在 某 些 方向 必 会 出 现 与 主办 幅度 相等 的 概 辩 ,这 是 不 允许 的 。 经 过 分 析 可 知 , 对 端 
射 阵 (最 大 辐射 出 现在 a = 六 ,180" 方 向 ) , 取 4 = 1474 不 出 现 副 办 ;对 侧 射 阵 ( 最 大 辐射 出 现 
在 & 一 士 90" 方向 ), 则 应 取 4d 二 4/2 ,这 可 通过 与 d 的 关系 得 到 。 

利用 式 (6. 75) 还 可 确定 均匀 直线 阵 的 主 扒 方 向 . 零 辐 射 方向 .第 一 副 瓣 电 平 以 及 主 瓣 去 
点 宽度 等 ,下 面 作 简单 介绍 。 

(1) 最 大 辐射 方 癌 ( 主 辩 方 丫 ) 

由 式 (6.75) 可 知 , 当 y= 二 0" 时, 均匀 直线 阵 获 得 最 强 辐射 , 即 


kd tos max 十 二 一 人 
于 是 获得 最 大 辆 射 方 回 角 a 为 


i = arccos (~ 霹 ) 或 cos os = 一 声 (C6, 76) 


显然 ,车 要 求 a 一 0 或 于 此 时 均匀 直线 阵 为 端 射 阵 ), 则 各 单元 天 线 上 的 电流 相位 与 单 元 
间距 必须 满足 下 式 : 
fs = 二 Rd (6,. 77) 


式 中 ,一 ?对 应 各。 二 0 3“ 十 ”对 应 ax 二 180"。 若 要 求 au 一 士 x72, 此 时 均匀 直线 阵 为 侧 
射 阵 , 则 由 式 (6. 76) 可 知 ,此 时 = 0, 即 各 单元 天 线 上 的 电流 不 需要 相位 差 。 此 外 ,车 要 求 
最 大 辐射 在 尾 意 角度 a 方向 , 则 各 单元 天 线 上 的 电流 与 单元 间距 间 的 关系 由 式 (6. 76) 确 定 。 
由 此 可 见 , 通 过 改变 各 单元 天 线 上 激励 电流 相位 可 以 在 天 线 不 作 机 械 转 动 的 条 件 下 实现 天 
线 阵 波束 在 空间 自由 扫描 ,这 种 通过 改变 相 邻 单元 电流 相位 实现 波束 扫描 的 天 线 阵 , 称 为 相 
控 阵 天 线 。 

(2》 零 辐 射 方向 和 第 一 副 办 电 乎 

由 式 (6, 75) 可 知 , 均 名 直线 阵 的 归 一 化 方向 图 的 零点 发 生 在 | 六 (办 |== 0 处 , 即 


212T 


NG _ rx, Cm a .2m 
任意 两 个 相 邻 的 零点 之 间 , 归 一 化 方向 图 有 一 个 次 极 大 值 即 旁 礁 出 现 ,它们 在 | sinCNy/2)| = 


1 处 , 即 


2m+ Dx 


N = 一 ] ， 2， Ee C6, 79) 


= 二 
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第 一 副 瓣 发 生 在 站 一 1 即 4 = 士 3r/N 处 。 当 很 大 时 ,由 式 46.79) 可 知 , 第 一 副 瓣 的 幅 
值 为 

1 
， 3 
S11 (二 
可 殉 , 第 一 副 激 的 幅 和 值 与 主刀 的 幅 值 之 比 为 21.22 听 。 换 言 之 ,第 一 融 办 电 平 为 20 1g(0, 212 2/1) 
一 13, 56 dB。 这 表明 ,对 均 名 直线 阵 , 当 第 一 副 准 电 平 达到 一 13, 5§ dB 时 ,即使 再 增加 天 线 
阵 元 数 也 不 能 降低 副 准 电 平 。 

(3) 主 瓣 零点 宽度 

当 均 名 直线 阵 的 阵 元 数 很 大 时 ,天 线 阵 主 狼 的 两 个 零点 之 间 的 宽度 2 可 近似 确定 。 
令 册 , 表 示 第 一 个 零点 , 令 式 (6.78) 中 的 m= 二 1 ,得 


(6. 80) 


N 


2 


3r 


| = 土 售 6. 81) 


对 侧 射 阵 (二 0， aww 二 Ti/2)，, 设 第 一 个 零点 发 生 在 mw 处 , 则 两 个 零点 之 闻 的 宽度 为 
2 从 兰 士 5aol 一 pr) C6. 82) 
于 是 ,cos eo 一 cos(emay 十 如) 一 /EA) 即 gin 二 27T/(Nkd)。 所 以 


《6. 83) 


20, = 2 arcsin( ) 


当 Nd 污 A 时 , 主 斩 零点 宽度 为 
2 
28 一 
对 端 射 阵 (二 一 上 a，assx 一 0)， 设 第 一 个 替 点 发 生 在 wm 处, 因而; = Rd (cos a 一 1)， 
艳 考 虑 式 {6. 81), 有 


COS th 二 cbs 此 = 一 ] A 


kd Nd 
当 负 很 小 时 ， cos 名 全 1 一 上 /2, 此 时 的 主办 零点 宽度 变 为 


这 表 朋 ,均匀 端 射 阵 的 主 砍 零点 宽度 大 于 同样 尺寸 的 均匀 侧 射 阵 的 主 拆零 点 宽度 。 

在 天 线 阵 的 设计 中 ,降低 天 线 阵 的 副 砍 电 平 具有 实际 意义 ,因为 对 发 射 天 线 而 言 , 剖 拓 
的 出 现 分 散 了 天 线 阵 的 辐射 能 量 ;对 接收 天 线 而 言 , 副 辩 的 出 现 会 引 人 和 更 多 的 噪声 。 然 而 ， 
天 线 阵 的 主 瓣 宽度 和 副 瓣 电 平 是 既 相 互 依 顿 又 相互 对 立 的 一 对 矛盾 ,天线 阵 的 主 斩 宽度 越 
小 , 则 副 铁 电 平 越 高 ;反之 ,主流 宽 度 越 大 , 则 副 汰 电 平 越 低 。 均 匀 直 线 阵 的 主 克 宽度 可 设计 
得 很 从 ,但 副 拓 数目 多 , 副 鸭 电 平 高 。 事 实 上 ,有 一 种 天 线 阵 能 在 主 斩 宽度 和 副 砍 电 平 间 实 
现 最 优 折 中 ,这 如 是 这 尔 夫 一 切 比 和 二 夫 分 布 的 天 线 阵 。 
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6.6 互 易 定理 


互 易 定理 是 电磁 场 理 论 中 较 重 要 的 定理 之 一 ; 它 反 上映 了 两 种 不 同 场 源 间 的 影山 和 啊 应 
关系 。 

设 体 积 为 了 的 空间 中 填充 线性 媒质 ,其 中 存在 两 种 局 频率 的 电流 源 J 和 J; ,它们 所 产 
咎 的 电磁 场 分 别 为 FE， 晶 各, ， 下 : 。 根 据 矢 时 恒等式 (1. 44), 有 


V+ (EXH)— Ho. (VXE)—E.: (VxH,) (6, 84) 
将 复数 形式 的 两 个 旋 度 方程 代 人 上 式 , 得 
V+ (FE X HH) 一 百 : ，( 一 jp ) ~— E,* CJ: + jweE.,) 
一 一 知 (CE * Hs + El* Ea)—E. J (6, 85) 
同 理 ,将 上 式 中 的 下 标 "i1”,“2" 对 调 , 有 
V+» (CE: x HH) = 大 《一 Jp 用 >) — E;* (jeek) 
—— jw (pH » HeE;* E)— E,， J, (6, 86) 


将 式 (6.85) 减 去 式 (6. 86) ,可 得 
VY- [LE XH})— (EXH)|l=E* J —E,*: (C6, 87) 
这 就 是 洛 仑 北 互 易 定理 的 微分 形式 。 将 上 式 的 两 端 取 栖 积分 ,并 对 左 问 应 用 散 度 定理 ,可 得 


b LE, XH)— (EE XH)]':dSs— | iE: J)dV (6, 88) 


式 中 ,S$S 为 包围 空间 域 Y 的 封闭 面 。 上 式 是 洛 仑 兹 互 易 定理 的 积分 形式 ,也 是 互 易 定 惠 的 
一 般 形式 。 

车 两 个 电流 源 J， 和 J; 均 在 空间 域 V 外 ,空间 域内 无 源 , 显 然 式 (6.88) 右 端 为 零 , 因 
此 有 


中 [GE X H;) — (E, xX 五 * QS 二 位 C6. 89) 


这 是 洛 仑 兹 互 易 定 理 的 简化 形式 。 

假若 表示 整个 空间 ,$S 为 元 限 大 的 封闭 面 5. ,并 设 电 流 源 J 位 于 有 限 空 何 域 WV 中 ， 
电流 源 J 位 于 有 限 空 间 域 V: 中 , 则 电流 源 J， 和 J; 在 封闭 曾 S-_ 上 产生 的 电磁 场 趋 于 零 ， 
即 式 (6, 88) 左 准 的 面积 分 等 于 零 , 从 而 得 


| EE, 时 nay = | EE 时 站 Cf 90) 
人 7 


这 是 最 为 有 用 的 卡 森 (JR，Carson) 形 式 的 互 易 定 理 , 它 反映 了 两 个 场 源 与 其 场 之 间 的 互 
易 关 系 。 卡 森 互 易 定 理 说 明了 一 幅 天 线 用 作 发 射 和 接收 夺 其 方向 图 .增益 和 输 人 阻抗 都 是 
相同 的 。 
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6.7 接收 天 线 ( 有 效 面积 和 传输 公式 ) 


前 面 的 分 析 是 将 天 线 当 作 发 射 天 线 的 情况 进行 的 。 事实 上 ,不 管 发 射 天 线 还 是 接收 天 
线 部 是 电磁 能 量 转 换 器 , 且 同 一 副 天 线 用 作 发 射 和 接收 时 ,性 能 完全 相同 ,但 仍 有 不 同 之 处 。 
当天 线 用 作 接 收 天 线 时 ,由 于 接收 天 线 只 能 获取 发 射 功 率 中 很 小 的 一 部 分 ,因此 接收 天 线 不 
仅 应 在 获取 功率 中 共有 高 效率 ,而 且 应 当 与 负载 匹配 以 获得 最 大 的 传输 功率 。 为 此 引 人 有 
效 (接收 ) 面 积 这 一 重要 参数 , 它 定义 为 接收 天 线 接收 的 最 大 平均 功率 与 人 射 波 的 平均 功率 
密度 之 比 , 记 为 A.; 邯 


0 
A. = Ce 6.91» 


不 失 一 般 性 , 设 发 射 天 线 和 接收 天 线 均 为 电流 元 ,其 轴线 均 沿 = 轴 方 向 , 旦 接收 天 线 处 
于 发 射 天 线 的 远 区 场 中 ,两 者 间 的 距离 为 民 , 如 图 6. 18(a) 所 示 。 


接收 天 线 
(a) 发 射 天 线 和 接收 天 线 chy 接收 天 线 的 等 效 电 路 
图 58,18 远 区 场 中 的 接 疏 无 嫩 及 其 等 效 电路 


于 是 ,接收 天 钱 处 的 电场 可 由 式 (6.92) 给 出 , 即 


Es 一 了 sin Oo =Ee (mr) (6. 92) 
式 中 , 复 电流 了 工 一 Te ,EE 一 加 Dotsin gr2aR。 由 于 只 有 沿 天 线 导 体 表 面 的 切 向 电场 分 量 
Eo sing 才 能 在 接收 天 线 上 感应 出 感应 电动 势 6, 即 二 一 ,lsin5, 其 中 /为 电流 元 的 长 度 ， 
因此 感应 电压 Er = Elsin8 。 接 收 天 线 的 等 效 电路 如 图 6. 18(b) 所 示 , 其 中 儿 , 一 民 十 ji 入。 
为 其 内 阻抗 ,Zi 二 R, 十 jX, 为 负载 阻抗 。 当 Z = 2Z;, 时 ,负载 获得 最 大 接收 功率 。 此 时 有 


Us _U, 

了 ， 一 二 二 二 es 2R, 《6， 93) 

对 无 耗 天 线 ，Ri 一 R,， 以 及 Uo 的 最 大 值 对 应 于 8 二 90", 即 (U0) 二 Est, 于 是 ,负载 可 获 
得 的 最 大 平均 功率 为 


- 1 sm 1 Uo . 加 五 5 下 
0 Ei 9 | 了 | R, i 0 Ga KF, = 8R, C68. 904) 


名 有 列 游 EHF 网 www.freekaoyan.com 


第 5 间 无 妾 1 一 一 电磁 该 的 辐射 和 接收 的 理论 基础 * 195 * 
而 接收 天 线 姓 的 平均 荔 率 密度 为 
2 
(3S) = 如 (6. 95) 
加 


四 2£ 
i (6. 96) 


可 见 , 有 效 而 积 与 天 线 的 长 度 无 关 。 
对 电流 元 , G = DD 二 1.5, 故 增 益 避 与 有 效 面积 和 A, 则 满足 以 下 关系 ， 


1 (8, 97) 


此 式 由 电流 元 导出 ,但 可 证 明 , 此 关系 对 任何 天 线 都 适用 。 
设 发 射 天 线 的 输入 功率 为 P, ,增益 为 G,, 则 与 发 射 天 线 最 大 辐射 方向 相距 只 处 的 接收 
天 线 处 的 平均 功率 密度 为 


> EDP._ PD FG 
(Sm) = (S)%D, = 下 是 一 TE 一 下 《6. 98) 


设 接收 天 线 的 增益 为 G,, 它 的 最 大 辐射 方向 也 指向 发 射 端 , 困 此 接收 天 线 能 接收 到 的 最 大 
平均 功率 为 


G, PG /AY 
Pow 一 4 Sn) 一 Ti TR- 人 P,G.G， 《6. 99) 
此 式 通常 称 为 弗 利 斯 (Friis) 传 输 公式 , 它 说 明 了 接收 天 线 的 接收 功率 各 发射 功率 之 间 的 


关系 。 


习 是 


-1 设 电 流 元 的 轴线 活 东 西方 向 放置 ,在 远方 有 一 移动 接收 会 停 在 正 南方 向 而 接 肪 到 最 
大 电场 强度 。 当 电台 沿 了 以 电流 元 为 中 心 的 轩 周 在 地 面 上 移动 时 ,电场 强度 的 大 小 逐 
渐 减 小 。 问 ; 当 电 场 强度 值 减 小 到 最 大 值 的 1/Y5 时 , 电 澡 的 位 置 偏 离 正 南 方向 多 少 
角度 ? 

6-2 一 丰 径 总 =5cmy N 一 10 下 的 小 线圈 用 作为 接收 天 线 , 此 天 钱 被 放置 于 距 轴线 活 之 
抽 的 半 波 对 称 振子 10 km 处 ,并 选 其 使 穿 过 的 磁 通 亚 达 最 大 的 取向 。 若 输入 到 半 疲 
对 称 振 子 上 的 功率 为 5 多 ,波源 的 工作 频率 为 270 MHz 时 , 求 线圈 中 的 开路 电压 。 

6-3 如 图 6.19 所 示 , 在 XOy 平 面 上 有 一 半径 为 a 的 导线 国 环 ,其 上 载 有 有 时 谐 电 流 守 一 
Tcos mt 。 户 长 是 距 举 标 原 点 为 中 的 场 点 。 
中 导出 此 载 流 圆 环 在 民 禄 站 六 站 处 户 点 产生 的 赤 量 磁 位 的 复数 表达 式 ; 
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6-4 


6-7 


6-10 


幼 来 远 区 的 平均 功率 密度 。 


已 知 两 无 线 的 妇 一 化 方向 转注 数 分 别 为 ; 

DD | FO | 一] cos (reos8 一 于 | ; 

@ | F009 |= |eos (9 了 | 

求 它 们 的 半 功 率 波束 宽度 。 

已 知 一 无 方向 性 天 线 的 辐射 功 闪 为 100 W， 

中 求 距离 该 天 线 10 km 处 的 远 区 场 点 由 di 
处 的 电场 强度 值 ; .> 


@@ 若 将 此 天 线 改 为 方向 性 系数 为 100 的 图 6.19 题 6-3 附 图 


强 方向 性 无 线 , 天 线 的 最 大 辐射 方向 对 准 户 点 ; 则 pp 点 的 电场 强度 值 为 多 少 ? 


访 求 具有 下 列 当 一 化 方向 图 兄 数 的 无 线 的 方向 性 系 教 ; 
cos’ 0, 0 I 
(| | 和 i | FD | 三 
0 0 ， > 地 


在 重 直 于 半 波 对 称 振 于 轴线 方向 上 远 区 民 一 200 km 处 测 得 电场 强度 值 为 6 mV/m。 
中 求 此 半 波 对 称 振子 的 辐射 功率 ; 

加 著 采 用 电流 元 辐射 , 则 辐射 功率 为 多 少 ? 

一 个 电流 元 和 一 个 小 电流 回环 同时 放 在 坐标 原 

点 ;如 图 6.20 所 示 。 若 攻 和 J 间 满 足 了 [= Rl 

Cr ,其 中 下 一 四 Whoeo。 

试 证 明 ; 在 远 区 性 意 点 处 的 电 袜 场 是 一 右 旋 图 极 
化 波 的 场 。 


长 度 为 3472 的 对 称 振 子 的 轴线 活 = 办 ,其 中 心情 
电 点 与 坐标 原点 重合 ,振子 上 的 电流 按 了 一 和 cos 图 6.20 题 6.8 附 图 
kz 分 布 。 


中 平 出 此 对 称 振子 的 远 区 辐射 电场 的 复数 表达 式 ; 

四 来 其 归 一 化 方向 图 函数 的 表达 式 , 并 画 出 两 个 
主 平 面 上 的 归 一 化 方向 图 ; 

‘3 将 此 对 称 振 子 的 归 一 化 方向 图 同 半 波 对 称 振 子 
的 归 一 化 方向 图 进行 比较 ,说 明 为 什么 较 长 的 
对 称 振 子 并 非 在 8 二 x/2 方向 上 产生 较 大 的 辐 
射 场 强 。 

自由 空间 中 有 两 令 半 波 对 称 振子 袍 成 的 二 元 阵 如 

图 6.21 所 示 , 其 中 dd 一 A/4,， 1 一 jmei?。 求 此 

二 元 阵 的 妇 一 化 方向 图 函数 ,并 画 出 其 :tOz 面 及 图 6.21 题 6-10 附 固 
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XOy 面 的 虹 一 化 方向 图 。 

一 均匀 直线 阵 的 单元 间距 d 一 4/2， 若 要 求 它 的 最 大 辐射 方向 在 偏离 天 线 孟 轴线 60" 

的 方向 。 求 各 童 元 天 线 上 激励 电流 的 相位 差 为 务 少 ? 

一 五 单元 的 均匀 直 铸 阵 的 单元 间距 吕 一 0.4 和 ,为 产生 与 阵列 中 心 连 线 成 45" 志 角 的 

主 波 来 。 

中 求 各 阵 元 上 激励 电流 的 相位 差 ; 

国 融 出 归 一 化 的 阵 方向 图 。 

央 中 心 分 别 位 于 x 二 A/8 和 z 一 一 4/8 的 两 个 党 全 相同 的 半 波 对 称 摊子 析 成 一 个 二 元 

直线 阵 , 答 使 洛 晶 一 T/3 和 == xX/2 方向 有 最 大 辐射 。 

OD 确定 两 阵 元 的 取向 以 及 激励 电流 间 的 相位 盖 ; 

全 导出 此 二 元 阵 的 方向 图 遂 数 ， 

自由 空间 中 ,一 五 意 元 均匀 直线 阵 的 单元 间距 为 /2, 各 单元 上 激励 电流 的 振幅 之 比 

为 1:21:3;:2:1, 且 各 单元 同 向 激励 。 若 该 直线 阵 的 中 心 连 线 沿 y 轴 , 求 其 归 一 化 

阵 因 于 。 

两 个 相互 入 直 揭 半 波 对 称 振 子 构 成 一 二 元 天 线 阵 ,其 几何 中 心 均 仔 于 坐标 原 世 ， 辐 

线 分 别 重 合子 工 轴 和 办 ,它们 由 同一 波 深 供电 ,功率 平分 ,激励 电流 分 别 为 入 和 五 

( 复 报 幅 对 应 于 了 与 碾 :)。 通 过 传输 系统 中 的 移 相 器 ,使 工 轴 上 振子 的 激励 电流 的 

相位 比 y 轴 上 振子 的 激励 电流 的 相位 滞后 90 。 

员 导 出 过 轴 上 远 区 辐射 电场 的 复数 表达 式 : 

回 窝 使 此 天 线 阵 在 z 办 上 远 区 场 点 形成 的 总 辑 射 波 为 右 旋回 报 化 波 , 试 确定 Tu 与 
Tz 间 的 关系 。 

在 靠近 位 于 zxOz 平面 的 无 限 大 理想 接地 导电 平面 上 方 衣 处 放置 一 与 导电 平板 成 

45", 长 为 1 的 基本 电 拔 子 ,已 知 此 振子 位 于 xOy 平面 内 ,如 6.22 所 示 。 

nD 导出 此 无线 远 区 性 一 点 及 xOY 平面 上 尾 一 点 辐射 电场 的 复数 表达 起 

团 写 出 zOy 平面 上 方向 图 前 数 的 表达 式 。 


图 6.22 题 68-165 附 图 图 6.23 题 6-17 附 转 


两 正 半 无 限 大 的 理 枪 猴 地 导电 平板 互相 符 直 相交 ， 一 载 有 冰 率 为 30 MHz 的 电流 元 
J < 4) 与 两 导电 平板 的 距离 都 是 2.5 cm 如 图 6.23 所 示 。 
OD 导出 此 天 线 系 统 的 归 一 屁 方 向 图 通 教 ; 
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加 守 出 xOz 面 的 归 一 化 方向 图 函 教 ,并 画 出 其 归 一 化 方向 图 。 

如 图 6.24 所 示 , 一 载 有 均匀 电流 了 = 了 ef 的 正方 形 导电 环 处 于 rzOy 平面 , 环 心 处 于 . 

坐标 原点 * 各 边 长 为 < 人 4。 

全 导出 访 正 方形 电流 环 在 远 区 场 点 户 ( 民 ,0 的 处 的 卖 量 酮 习 及 电 琵 场 舍 量 的 表 
达 式 ， 

加 写 出 该 正方 形 电流 环 在 远 区 的 平均 功率 密度 的 表达 式 ; 

加 导出 其 辐射 电阻 的 表达 式 。 

四 个 完全 相同 的 电流 源 组 成 一 均匀 直线 式 天 线 阵 ,如 图 6.25 所 示 。 所 有 电流 源 的 激 

励 电流 友 小 相等 ,其 相位 对 应 于 单元 1，2,，3, 4 依次 滞后 角 讼 为 上 

(DD 号 出 上 光 天 北 阵 的 归 一 化 方向 图 函数 ; 

四 取 上 一 站 ,可 MA1f2 以 及 吕 一 3344 分别 写 出 和 画 出 天 钱 阵 在 xDy 面 与 yOz 面 上 
的 归 一 化 方向 图 函数 的 表达 式 和 归 一 化 方向 图 ， 

加 取 芋 = 90% ,dd 一 A/2 以 及 qd 一 34/4, 分 市 写 出 和 通 出 和 天线 阵 在 zOy 面 与 yOz 面 
上 的 归 一 化 方向 图 通 数 的 表达 式 和 归 一 化 方向 图 。 


局 忆 | es es 


图 8.24 题 6-18 附 图 图 56.25 是 5-j9 附 图 
利用 互 易 定理 ,证 明 紧 贴 在 理想 导体 表面 上 的 切 向 电流 源 无 辐射 场 。 
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主要 天 量 分 析 公 式 


A,.1 矢量 代数 恒等式 


A，. B= ABecost,, 

AXBS= oABsin ts 

A (BXO=B: (CXA)=C: (AXB) 

AX BxO= BAO — CA.B) 

(AXB)*: CXD=(tA:OB: DD (A DB:O) 


A.2 场 论 微分 恒等式 


V+ = VitYy 
VR) = $Y 二 sv 


v(#$)- 主 (VV$ 一 $7 罗 


六 :二 BY 一 YA+tY:B 
VW 
VVF=YV 

VX (A+B)—= VxXATVYXB 

VX (MM) = VxXA)+ (VD XA 
VCAXB)=B. (VXA)—A. (VXxB) 
VXVXA=VYY:A)— VA 
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VXV$=0 
V+*VXA=0 


A.3 场 论 积 分 恒等式 


| Andy = 中 4 上 5 (散记 定理 ) 

| ex ds= 中 4 di (斯 托 克 斯 定理 ) 

| (VxA)dV =—$AxXds = dsxa 《 旋 度 定理 ) 

| svgs+Y $V dy = (vv) WE by 28dS 
‘标量 格林 第 一 定理 ) 

[voygvpdy = (#30— 9)ds (标量 格林 第 二 定理 ) 


| EVXA VX -A xyYxB]ay = 中 [4xcxB)] :ds 
(天 量 格林 第 一 定理 ) 
|,[B. VXVXA -A VXVXBlV -$4XVXEB -BxVXA]. 0 
(矢量 格林 第 二 定理 ) 
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附录 3 
常用 正 交 曲线 坐标 系 中 的 场 论 恒等式 


B.1 直角 坐标 系 
$a as a 9s a 9 
V 风 一 grad$ =a, 有 
EE 


dT 9 
vx4=rot4=0 (2 尘 - 半 )+o( 和 -和 节 jte( 竺 - 实 ) 


dy OT 日 dx 9 dy 
sp A 9p a 
Ve dy 9 
2 2 2 
VA AAA VA, 十 ay vA, +a VA, 
dx dy DO 
B.2 圆柱 坐标 系 
a» 1 3$ a 
YY 一 和 了 十 or i 人 
1 1 3A, | 3A, 
于 A= FA 十 Er 十 3 
1 3A. 3A, 3A, 3A, 1T 3 9h, 
VX4=—al(, PD 并 }+ | 司 双 Ar )+ 了 | 元 04) | 
sy laa L$ Fs 
Vv» et a 3 
aAA.。 A 
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B.3 图 球 上 坐标 系 


VV 一 os 2 十 m 丰 和 + | 


2 
+A= 六 An) +R 
1 


MA Ror dl 3 


(RAs) 一 | 


om 下 [项 
Vo 


证 羡 ( 强 ) 


= a YAs 一 £ (As 十 cot 6A; 二 csc 0 


ml Ar 一 (ese 


ty [Ao — 将 (ese’ 


R'sindo 
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1 a 
SO 


3 | 8) 十 一 一 一 


1 肛 旬 
6 闭环 Si 由 


0 


l {sin 0 
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前 用 材料 的 参数 和 物理 常数 


附 表 CC.1 相对 介 电 常数 s 和 损耗 角 正 切 tan 肥 (常温 及 低频 下 的 近似 值 ) 


呈 PP 


SPPPPPoPrPps 


慨 6.17 X10 1,57 X10 
钢 5.80X107 1, 45 x 10" 
金 4. 5O X10 1.03x 107 
和 馈 3, 54X 10 1x10° 

千 1.82X107 0.7 x 10° 
E24 1 67 X10 0. Gx 10° 
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{ 续 表 } 


0.3xX10 


轰 0, 227 3 10° 10 
铺 0. 22 7 10°" 0™s 
不 履 钢 心 , 1 X 1 人 7 10™° 
锦 属 猎人 澡 金 0.1x10" 107? 
五 EE T7110 10 


1 200 


尽 .999 998 6 轶 粉 100 
| 旱 ,999 999 42 机 种 钢 300 
木 材 .990 999 5 铁 氧 钝 ] 000 
绍 . 998 999 81 坡 黄 合金 45 2 500 
牛 .O00 O00 65 变 压 髓 钢 3 OO 
局 .O00 000 79 Wy 铁 3 500 
毛 化 镍 .000 人 4 纯 猴 4000 
硫酸 时 .000 1 磁性 合金 20 O00 
镍 钼 硅 坛 粉 30000 
钴 铁 镍 铁 铅 导 磁 谷 金 100 000 


妹 


附 表 忆 4 物理 常数 


物 理 基 数 值 
电子 的 电荷 e 一 《1.602 189 32+ 0.000 004 6 x 10 SC 
电子 质量 Mm 一 【9. 109 534 士 0.DD00047) x 10 3 kg 
真空 的 介 电 常数 Eb 一 【8.854 187 818 + 0.000000071) x 10-1 Fm 
真空 的 磁 导 率 而 一 4X10 Hm 


光速 ! 癌 空中 ) c= (2, 997 924 574 + 0.000 000 011) x 10° m/s 
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标准 矩形 波导 参数 和 型 号 对 照 


频带 向 止 频率 | 结构 尺寸 mm 


结构 尺寸 mm | 


大 


美国 相应 


主 模 
型 号 


3 ,32 0. 4 84, 2 0. 000 78 
4 0. 35~0. 83 533, 4 0, O00 90 2100 
8 0,.41~0. 862 457, 2 0, 001 13 1800 
6 0 49~—0, 75 381.0 OQ, O01 49 1500 
8 日 ,看 生 一 旺 ,日 生 202. 0 3 0. 002 22 1159 
9 0. ?6 1, IS 247.6 3 0. O02 84 975 
12 0, 96~~ 1. 46 195.6 3 0. 004 09 770 
14 1,.14~1,73 165.0 2 0. O05 22 650 
18 ]. 45~2. 20 129.6 2 D0. O07 和 9 510 
22 ]. 72~2.61 109, 2 2 0. 00970 430 
26 并 一 3 ,有 2 D0, 013 8 340 
32 2. 60 一 3.95 14 加 0, 284 
40 3 22—4, 90 20 4 心 ， 229 
48 3. 94——5, 99 55 1. 他， 187 
$8 4. 47, 05 4 l1. 0, 159 
?0 5. 38~8, 17 .85 1. v, 139 
S34 #57 9. 99 .50 1. 0. 1i2 
100 8.20~—12.5 . 86 | 号 。 90 
120 9. 84~ i158,0 :5 1 J, 75 
140 lil. 38~18,0 . 80 1 全 ， 62 
180 14.8~22,.0 I1l 571 9 J, 51 
220 17.6 一 26.7 |14051 G7 0D. 42 
260 21.7~33.0 |17 357 8. 64 0. 344 
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{ 续 表 } 


4 站) 
500 
G20 
740 
S300 


电磁 场 进 论 与 微波 技术 菇 础 
主 模 频 带 | 截止 频率 结构 尺 二 mm | 


26. 二 一 二 站 
32. 日 一 530. 
39. 2 一 59. 
49, 8~—78, 8 
60. 5 91.9 
?4.88112 159 O14 
B22-1d0 |73768 
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同 轴 线 参数 表 


.1 常用 硬 同 轴线 参数 表 


es oT 
cdB/m Hz) Cem) 
3.38 x 105 Ff 1. 73 
3.08 X 105 YF 1. 58 
1. 48 x 105wF 3.9 
1.34 x10 vf 3.6 
0.67 x 10 vf 5 8.6 
0,.61 x 10° Wf 7.8 
0.6x 105 fF 9.8 
0.31 x 10 yf 1. 85 
0 37 x OT 21. 6 
0.22 x 10 Ff 27.3 


注 : 咱 本 表 数 据 均 按 as 一 1 以 肥 纯 锦 计 算 . 
全 最 短 安全 被 长 联 4 二 1.1xta 十 由。 


E.2 国产 同 轴 射 频 电 继 参 数 表 


相应 旧型 号 


SYV-50-2-] 1 IEC-50-2-1 
SYVY-90-2-2 1 PK-19 
STY-50-8 3 PK-29 
SYY-50-11 8: PRK-48 
SYVY-S50-15 8, PK-61 
SYY-75-2 6. 

SYYV-75-8-1 2 PRK-1 
SYWV-75-7 4。 PR-20 
SYVY-?75-18 3. PEK-8 
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* 208 = 电磁 场 理 论 与 微波 技术 基础 


{ 续 表 ) 


特性 阻抗 。 | 衰减 445 MHz) 电 尝 电压 绝 绿 电阻 
(0) (不 大 于 dB/m) (kV) (MA/Em) 


SYVY-100-7 


SW Y-50-2 PFE-119 
SWY-50-7-2 PK-128 
SW Y-75-] PK-101 
DWY-75-7 PFE-120 


SWY-100-7 


注 : 同 轴 射 频 电 线 型 号 组 成 : 
第 一 个 字母 “S” 表 示 同 轴 射 频 电缆 ， 
第 二 个 字母 "Y "表示 以 聚 乙 燃 作 饮 缘 居 W "表示 以 稳定 除 乙 燃 作 绝缘 。 
第 三 个 字母 *V” 表 示 护 层 为 聚 所 乙 骨 YY 表示 护 层 为 聚 乙烯 。 
第 四 位 数字 表 林 同 轴 电 缴 的 特性 阻抗 。 
第 五 位 数字 表示 芯 线 绝缘 外 径 。 
第 六 位 数字 表示 结构 序号 。 


